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Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü Ω � êîìïàêòíîå âûïóêëîå ìíîæå-

ñòâî íà ïëîñêîñòè ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, êîíå÷íà èëè

áåñêîíå÷íà âåëè÷èíà

K = sup
u∈UΩ

u 6≡0

∫

Ω
u2
x dx dy

∫

Ω
u2
y dx dy

, (1)

ãäå UΩ åñòü êëàññ íåïðåðûâíûõ âîãíóòûõ �óíêöèé u : Ω → R ñ îãðàíè÷åííûì ãðà-

äèåíòîì, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

u⌋∂Ω = 0.

Îòâåò â ýòîé çàäà÷å çàâèñèò îò ãåîìåòðèè âûïóêëîãî ìíîæåñòâà Ω è äàåòñÿ òåî-

ðåìîé 1, êîòîðóþ ïðåäâàðÿåì ñëåäóþùèì îïðåäåëåíèåì.

�àññìîòðèì êàñàòåëüíûé óãîë ê Ω ñ âåðøèíîé â îñîáîé òî÷êå ãðàíèöû ∂Ω. Ïðÿ-
ìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíó ýòîãî óãëà è íå ñîäåðæàùàÿ åãî ñòîðîí, íàçûâàåòñÿ

óãëîâîé îïîðíîé ïðÿìîé. Íà �èãóðå (à) îáå âåðòèêàëüíûå îïîðíûå ïðÿìûå ê Ω ÿâëÿ-

þòñÿ óãëîâûìè, à íà �èãóðå (á) � íå ÿâëÿþòñÿ: ëåâàÿ ïðÿìàÿ ñëóæèò êàñàòåëüíîé,

à ïðàâàÿ � ïîëóêàñàòåëüíîé.
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Òåîðåìà 1. (à) Åñëè ïî êðàéíåé ìåðå îäíà âåðòèêàëüíàÿ (ïàðàëëåëüíàÿ îñè y) îïîð-
íàÿ ïðÿìàÿ íå ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé, òî îòíîøåíèå â (1) áåñêîíå÷íî, ò. å. K = ∞.

(á) Åñëè îáå âåðòèêàëüíûå îïîðíûå ïðÿìûå ÿâëÿþòñÿ óãëîâûìè, òî îòíîøåíèå

â (1) êîíå÷íî, ò. å. K < ∞.

Îêàçûâàåòñÿ, ýòîò ðåçóëüòàò íàõîäèò ñâîå ïðèëîæåíèå â àýðîäèíàìè÷åñêîé çàäà÷å

Íüþòîíà. À èìåííî, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé âàðèàíò ýòîé çàäà÷è. Ïóñòü f : R2 → R

� äâàæäû äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ. Òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü çíà÷åíèå �óíê-

öèîíàëà

∫

Ω

f(∇u(x, y)) dx dy (2)

â êëàññå �óíêöèé u ∈ UΩ. Ìû èçó÷àåì âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè òîæäåñòâåííûé íîëü

u ≡ 0 ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì ýòîãî �óíêöèîíàëà â C1
-íîðìå.

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò òåîðåìà 1. Ïóíêòû (à) è (á) â íåé äîâîëüíî ïðîñòû, à

ïóíêò (â) ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.

Íàïîìíèì, ÷òî f ′′(x, y) � ýòî êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà (ìàòðèöà 2 × 2), f ′′(x, y) =
(

f ′′
xx(x, y) f ′′

xy(x, y)
f ′′
yx(x, y) f ′′

yy(x, y)

)

.

Òåîðåìà 2. (à) Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà f ′′(0, 0) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî

�óíêöèÿ u ≡ 0 åñòü ëîêàëüíûé ìèíèìóì �óíêöèîíàëà (2).

(á) Åñëè f ′′(0, 0) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, òî u ≡ 0 � íå ëîêàëüíûé ìèíèìóì

(íà ñàìîì äåëå ëîêàëüíûé ìàêñèìóì).

(â) Ïóñòü f ′′(0, 0) çíàêîîïðåäåëåííàÿ. Îáîçíà÷èì a < 0 è b > 0 åå ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ. Ñëåäóåò ðàçëè÷àòü äâà ñëó÷àÿ.

(i) Åñëè õîòÿ áû îäíà îïîðíàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ïîëîæèòåëüíîìó ñîá-

ñòâåííîìó íàïðàâëåíèþ (òî åñòü íàïðàâëåíèþ, ñîîòâåòñòâóþùåìó ïîëîæèòåëü-

íîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ) �îðìû f ′′(0, 0) íå ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé, òî �óíêöèÿ

u ≡ 0 � íå ëîêàëüíûé ìèíèìóì.

(ii) Åñëè îáå îïîðíûå ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ïîëîæèòåëüíîìó ñîáñòâåííî-

ìó íàïðàâëåíèþ, íå ÿâëÿþòñÿ óãëîâûìè, òî ïðè b/|a| < K �óíêöèÿ u ≡ 0 íå ÿâëÿ-

åòñÿ ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì, à ïðè b/|a| > K � ÿâëÿåòñÿ, ãäå âåëè÷èíà K îïðåäå-

ëÿåòñÿ �îðìóëîé (1). Çàìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî ïóíêòó (á) òåîðåìû 1, K < ∞.

Ýòà ðàáîòà âûïîëíåíà ñîâìåñòíî ñ Â. Þ. Ïðîòàñîâûì.
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