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Введение

Актуальность темы исследования. В последние десятилетия вслед­
ствие бурного роста цифровых технологий стало возможным проводить высо­
коточные численные эксперименты. Компьютерное моделирование позволило
изучить и понять такие физические явления как квантовый эффект Холла, на­
блюдаемый в двумерных электронных системах [1]; тяжелые фермионы в сверх­
проводниках (CeCu2Si, UBe13, UPt3), магнетиках (NpBe13, U2Zn17, UCd11) и
неупорядоченных системах (CeAl3 и CeCu6) [2]; нефермижидкостное поведение,
Кондо эффект в системах с тяжелыми фермионами [3], высокотемпературную
сверхпроводимость в купратах [4] (например, в соединениях La2−𝑥Sr𝑥CuO4 [5]) и
многие другие. Природа упомянутых эффектов обусловлена наличием в систе­
мах сильных корреляций между электронами внешних оболочек атомов, распо­
ложенных в узлах кристаллической решетки [6]. В данном контексте под корре­
ляциями стоит понимать, что электроны сильно взаимосвязаны и движутся
взаимнообусловлено.

Отдельное внимание при описании сильно коррелированных систем уде­
ляется разработке моделей, учитывающим нелокальные электрон-электронных
взаимодействия. Например, недавно было обнаружено, что некоторые поверх­
ностные наносистемы [7—9] характеризуются наличием сильных межузельных
электростатических и магнитных взаимодействий. В определенных случаях оце­
ночная величина кулоновского отталкивания между электронами соседних ато­
мов уже не на порядок, как в обычных системах 3𝑑-металлов [10], а всего в два
раза меньше, чем локальное кулоновское взаимодействие [7]. Такие модели име­
ют большой потенциал применения, поскольку могут быть использованы при
описании большого количества материалов и физических систем различных
типов: поверхностных двумерных систем [8], графена [11], халькогенидов пере­
ходных металлов [12] и ультрахолодных атомов в оптических решетках [13—
16].

Кроме того, в сильно коррелированных системах со значительными нело­
кальными взаимодействиями обнаруживаются специфические фазовые состоя­
ния. Одним из них является зарядовое упорядочение, возникающее в оксидах
переходных металлов и органических проводниках [17—19], открытое изначаль­
но в магнетитах Fe3O4 [17; 18]. В данном состоянии электроны локализуются
на определенных узлах кристаллической решетки, вследствие чего происходит



5

перераспределение электронной плотности. Зарядовое упорядочение вызывает
особенный интерес у исследователей, поскольку вследствие нарушения симмет­
рии возможно проявление сегнетоэлектрических свойств в системах мангани­
тов-перовскитов типа (PrCa)MnO3, оксиде железа Fe3O4 и других активно изу­
чаемых системах, например, LuFe2O4 [20].

Другой важной особенностью сильно коррелированных систем является
переход металл-изолятор моттовского типа. Это открывает путь к созданию
транзисторов [21—23], переключателей [24; 25] и устройств хранения информа­
ции [26—29] малых размеров, что является крайне важным вследствие общей
наблюдаемой тенденции к миниатюризации вычислительных устройств. Оче­
видным является тот факт, что нелокальные взаимодействия в материале бу­
дут влиять на то, при какой величине внешнего параметра будет происходить
фазовый переход [30].

Диссертационная работа посвящена разработке новых численных методов
для моделирования сильно коррелированных систем с нелокальными кулонов­
скими и магнитными взаимодействиями и их применению к наиболее сложным
на данный момент задачам материаловедения и физики конденсированного со­
стояния.

Степень разработанности темы. К настоящему времени были сфор­
мулированы и получили развитие различные теории и модельные приближе­
ния, общей целью которых является получение данных о строении и свойствах
реальных соединений. Хронология их развития представлена на рисунке 1. Од­
ним из широко используемых методов является теория функционала плотности

1937 1949

1964 19651965
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Verwey:
в манганитах 
обнаружено 
зарядовое
упорядочение

de Boer and Verwey:
установлено, что зонная 
теория не может 
объяснить, почему многие 
оксиды переходных металлов
с частичной заполненной 
d- оболочкой являются 
изоляторами

N. Mott: 
предложена теория, 
предполагающая, что 
оксиды некоторых 
переходных металлов
проявляют изоляторные 
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Рисунок 1 — Хронология развития методов учета электронных корреляций в реальных
материалах.
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(Density Functional Theory, DFT) [31], предоставляющая возможность модели­
ровать электронную структуру материалов [32]. В рамках DFT все многоэлек­
тронные эффекты формально учитываются в обменно-корреляционном потен­
циале, представляющем из себя некоторый функционал электронной плотности.
Точный вид данного функционала не известен, но может быть получен при по­
мощи различных приближений. Например, приближение локальной плотности
(Local Density Approximation, LDA) [33] говорит о том, что потенциал зависит
только от величины электронной плотности в конкретной точке пространства
(распределение равномерно); в методе обобщенных градиентных приближений
(Generalized Gradient Approximations, GGA) [34—36] предполагается неравно­
мерное распределение электронной плотности; в гибридных потенциалах [37]
учитывается поправка при экранировании кулоновского потенциала в металли­
ческих системах. Также существуют многие другие методы, но основной пробле­
мой при описании сильно коррелированных систем является отсутствие учета
орбитальной зависимости в потенциале, что в случае рассмотрения систем с
частично заполненными 𝑑- и 𝑓 -оболочками может приводить к неправильному
описанию экспериментально наблюдаемых величин, таких как энергетическая
щель и магнитный момент. В случае, когда в результате эксперимента установ­
лено, что материал проявляет изоляторные свойства, данная проблема может
быть частично решена в рамках приближений LDA+U [38], GGA+U [39—41].
Тем не менее, все вышеперечисленные методы являются одночастичными и не
позволяют в полной мере учитывать корреляции между электронами. Так же
их основной целью является описание основного состояния системы, в то вре­
мя как воспроизведение экспериментальных данных связано с моделированием
возбужденных состояний.

Иным подходом для решения задачи учета корреляций и взаимодействий
электронов в материалах является использование многочастичных методов, ос­
нованных на диаграммах Фейнмана (Richard Phillips Feynman) [42]. В отличие
от методов, основанных на функционале электронной плотности, данные мето­
ды дают возможность использовать систематический подход в решении много­
электронной задачи, варьируя степень аппроксимации диаграммного ряда тео­
рии возмущений. Под степенью аппроксимации понимается выбор конкретного
типа диаграмм, учитываемых при суммировании ряда. Методами, основанными
на диаграммах первого порядка, являются метод Хартри-Фока и GW приближе­
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ние (в названии используются обозначения G - одночастичная функция Грина,
W - экранированное кулоновское взаимодействие) [43—46].

На основе самосогласованных диаграммных теорий можно решать задачу
с помощью квантового эмбеддинга (вложения), идея которого заключается в
объединении двух различных квантовых симуляций: строгого расчета выделен­
ного объекта и приближенного расчета его окружения [47]. Одним из примеров
такого подхода является теория динамического среднего поля (Dynamical Mean­
Field Theory, DMFT) [48], в которой рассмотрение задачи многих тел сводится к
описанию выделенного иона кристаллической решетки в некотором поле. Метод
DMFT используется для исследования фазовых переходов в сильно коррелиро­
ванных материалах, возникающих в результате внешнего воздействия, такого
как температура, давление, электрическое и магнитное поля, легирование.

Ранее в работах по изучению спиновых стекол [49; 50], систем с нелокаль­
ными кулоновскими взаимодейcтвиями [51—53] и систем с тяжелыми фермио­
нами [54—56] была предложена расширенная теория динамического среднего
поля (Extended DMFT) [57], позволяющая учитывать зарядовые и магнитные
взаимодействия между электронами на соседних узлах. На сегодняшний день
также важен учет данного вида взаимодействий в активно исследующихся маг­
нитных пленках, адатомных системах и материалах на основе графена [7—9;
58—61].

Другой, не менее важной задачей теоретического описания материалов,
является возможность рассмотреть поведение системы при переходе из металли­
ческой фазы в изоляторную или наоборот. Дело в том, что в некоторых материа­
лах данный переход происходит очень резко [62]. Для того, чтобы использовать
эту особенность технологически, необходимо иметь четкое представление о про­
цессах, происходящих в системе при таком переходе. Теоретическое описание
фазового перехода и некоторых фазовых состояний невозможно в таких подхо­
дах, как DFT. Однако, более сложные электрон-электронные взаимодействия
могут быть учтены в DMFT и ее расширенных версиях. В некоторых режимах
также возможно получить аналитическое решение. Однако, чем более полно и
точно необходимо описывать соединение, тем большее количество взаимодей­
ствий должны быть учтены. В результате, для изучения реальных материалов
чаще требуется численное решение построенных моделей. Целесообразность вы­
бора конкретного численного метода определяется совокупностью таких пара­
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метров как точность получаемых данных, количество требуемых ресурсов для
проведения расчета (временя и машинная память), а также особенностями ал­
горитма и сложностью его программной реализации.

Цель и задачи исследования. Диссертация посвящена разработке про­
граммного алгоритма для численного решения расширенной модели Хаббарда
с использованием метода точной диагонализации, а также его применению для
изучения как реально синтезированных поверхностных наноматериалов с 𝑠 и
𝑝 электронами, так и модельных сильно коррелированных систем, которые мо­
гут быть созданы в экспериментах над ультрахолодными атомами в оптических
решетках.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие
задачи:

1. Разработать численную схему решения уравнений расширенной теории
динамического среднего поля на базе метода точной диагонализации с
использованием дискретного бозонного резервуара в эффективной при­
месной модели.

2. При помощи разработанного метода построить фазовую диаграмму для
расширенной модели Хаббарда, определенной на квадратной решетке, в
широком диапазоне параметров одноузельных и межузельных кулонов­
ских взаимодействий. Данная фазовая диаграмма позволит с единых
позиций анализировать свойства совершенно разных классов сильно
коррелированных материалов и искусственно синтезируемых систем.

3. В рамках расширенной теории динамического среднего поля провести
моделирование электронных свойств адатомных поверхностных систем
на основе графена с учетом локальных и нелокальных кулоновских
взаимодействий.

Научная новизна.
1. В рамках разработанного численного метода решения уравнений рас­

ширенной теории динамического среднего поля впервые применен ме­
тод дискретного описания бозонного резервуара при решении эффек­
тивной примесной модели, что позволило создать расчетную схему, об­
ладающую рядом преимуществ по сравнению с существующими. Во­
первых, возможность проводить расчеты в режиме сильных корреля­
ций вдали от границы фазового перехода металл-изолятор. Во-вторых,
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при помощи данного подхода становится возможным получать спек­
тральные функции на действительных частотах, что позволяет прово­
дить прямое сравнение расчетных данных с экспериментальными.

2. Определен минимально допустимый уровень дискретизации фермион­
ного и бозонного резервуаров, позволяющий производить теоретиче­
ские исследования методом точной диагонализации, при которых с хо­
рошей точностью воспроизводятся результаты, полученные квантовым
методом Монте-Карло.

3. В результате проделанной работы был предложен сценарий экраниро­
вания кулоновского отталкивания на узле в режиме изолятора, что
раньше было невозможно вследствие особенностей численных схем, ос­
нованных на методе квантового Монте-Карло.

4. Впервые было показано, что учет корреляционных эффектов явля­
ется важным и непринебрежимым при рассмотрении поверхностных
𝑠𝑝−систем. Было показано, что основное состояние соединений C2F и
C2H, определяемое приближением локальной электронной плотности
как металлическое, при учете корреляций становится изоляторным.

5. Впервые была построена фазовая диаграмма, характеризующая изме­
нение границы фазового перехода металл - изолятор при учете зарядо­
вых межузельных взаимодействий для поверхностных систем, описы­
ваемых расширенной моделью Хаббарда на треугольной решетке.

Теоретическая и практическая значимость. Результаты, представ­
ленные в данной диссертации, могут быть использованы при моделировании
экспериментально синтезируемых систем: оксидов переходных металлов и по­
верхностных наносистем, характеризующихся сильными электронными корре­
ляциями. Численная схема, описанная в данной работе, реализована в виде
библиотеки. Расширенная теория динамического среднего поля послужит от­
правной точкой для дальнейшего построения теорий, которые включают в себя
пространственные корреляции, таких как метод дуальных бозонов [63].

Методология и методы исследования. В данной диссертационной ра­
боте для исследования влияния нелокальных взаимодействий на электронные
и магнитные свойства материалов и модельных систем были использованы чис­
ленный метод точной диагонализации и квантовый метод Монте-Карло для
решения уравнений DMFT и EDMFT.
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Основные положения, выносимые на защиту:
– Разработанный численный метод решения уравнений расширенной тео­

рии динамического среднего поля может быть применен для изучения
класса поверхностных материалов с 𝑠𝑝-электронами, который характе­
ризуется значительными нелокальными кулоновскими взаимодействия­
ми.

– Анализ спектральных функций показывает, что для описания зарядо­
вых межузельных взаимодействий в двумерных физических системах
необходимо не менее двух, а в случае обменных достаточно трех эффек­
тивных уровней в бозонном резервуаре эффективной примесной модели
расширенной теории динамического среднего поля.

– Определено, что при учете нелокального зарядового взаимодействия в
двумерных физических системах экранирование локального кулонов­
ского отталкивания нелинейно и в режиме изолятора мало относитель­
но величины самого параметра.

– Решение реалистичных моделей, описывающих материалы C2F и C2H,
показывает, что при учете электронных корреляций в рамках теории ди­
намического среднего поля данные соединения являются изоляторами
при низких температурах.

Степень достоверности Достоверность полученных методических и
расчетных результатов обеспечивается их внутренним согласием, непротиворе­
чивостью современным представлениям физики и соответствием результатам
проводившихся ранее исследований. Результаты работы были опубликованы в
международных рецензируемых журналах.

Апробация работы происходила на следующих конференциях всерос­
сийского и международного уровней:

1. 9 международная конференция по компьютерной физике (Сингапур,
2015);

2. II Международная молодежная научная конференция «Физика. Техно­
логии. Инновации. ФТИ – 2015» (Екатеринбург, Россия, 2015);

3. 12 встреча молодых ученых Европейского центра теоретической спек­
троскопии «Challenges in ab initio modelling of materials and molecules»
(Париж, Франция, 2015);
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4. Международный симпозиум и воркшоп «Electronic Structure Theory for
the Accelerated Design of Structural Materials» (Москва, Россия, 2015);

5. XXXVI Международная зимняя школа физиков-теоретиков «Коуров­
ка» (Екатеринбург, Россия, 2016);

6. Международная конференция «Graphene2016» (Генуя, Италия, 2016);
7. III Международная молодежная научная конференция «Физика. Тех­

нологии. Инновации. ФТИ – 2016» (Екатеринбург, Россия, 2016);
8. Симпозиум «Ab-initio based modeling of advanced materials» (Екатерин­

бург, Россия, 2016);
9. Международный воркшоп «Big Ideas in Quantum Matter» (Наймеген,

Нидерланды, 2017);
10. Летняя школа по теоретической физике «Базис» (Москва, Россия,

2018).
Личный вклад автора. Содержание диссертации и основные положе­

ния, выносимые на защиту, отражают персональный вклад автора в опублико­
ванные работы. Подготовка к публикации полученных результатов проводилась
совместно с соавторами, в ряде работ вклад диссертанта был определяющим. Ре­
зультаты первопринципного моделирования были предоставлены Руденко А.Н.
(Университет Радбоуда Утрехтского, Нидерланды), все представленные расче­
ты CTQMC были выполнены Фридрихом Крином (Университет Гамбурга, Гер­
мания), разработка расчетного комплекса для учета нелокальных обменных
взаимодействий проводилась совместно с Искаковым С.Н., цикл самосогласова­
ния реализован лично автором, все модельные расчеты были выполнены лично
автором.

Публикации. Материалы диссертационной работы опубликованы в 9 пе­
чатных работах, из них 2 - статьи в рецензируемых научных журналах, реко­
мендованных ВАК, 7 - тезисы докладов.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,
4 глав, заключения и библиографии. Общий объем диссертации 118 страниц,
из них 97 страниц текста, включая 37 рисунков. Библиография включает 232

наименования.



12

Глава 1. Обзор методов моделирования электронной структуры
сильно коррелированных материалов

1.1 Квантовые решеточные модели

При теоретическом описании систем, состоящих из большого количества
частиц, используется многочастичное уравнение Шредингера, которое имеет
следующий вид:

ℋ̂Ψ(x1...x𝑁) = 𝐸Ψ(x1...x𝑁), (1.1)

где ℋ̂ - гамильтониан системы, 𝐸 - собственные значения энергии системы, то
есть значения, которые может принимать энергия системы, когда последняя
находится в определенном состоянии, Ψ(x1...x𝑁) - волновая функция, описы­
вающая данное состояние, представляющее из себя собственный вектор (в мат­
ричной механике) уравнения (1.1), x𝑁 - координаты частицы, 𝑁 - число частиц
в системе. В кристаллах электроны взаимодействуют друг с другом, двигаясь
в поле ионных остовов, которые в свою очередь взаимодействуют между собой
и колеблются около положения равновесия. Электроны намного легче ядер,
таким образом, можно предположить, что движение электрона не связано с
движением ядер. Исходя из этого, гамильтониан ℋ̂ системы можно разделить
на две части и представить в виде:

ℋ̂ = ℋ̂0 + 𝑉𝑒𝑒, (1.2)

где ℋ̂0 - невзаимодействующая часть гамильтониана, которая состоит из суммы
кинетических энергий каждого отдельного электрона с учетом потенциала поля
ионов решетки, 𝑉𝑒𝑒 - потенциальная энергия взаимодействия электронов друг с
другом. Используя приближение Борна-Оппенгеймера и полагая что электроны
движутся в поле неподвижных ионов решетки, гамильтониан (1.2) электронной
системы может быть переписан в виде:

ℋ̂ =
𝑁∑︁
𝑖=1

(︂
− ~2

2𝑚
∇2

x + 𝑉𝑒𝑥𝑡(x𝑖)

)︂
⏟  ⏞  
движение электронов в поле ядер

+ 𝑒2
∑︁
𝑖<𝑗

1

‖x𝑖 − x𝑗‖⏟  ⏞  
взаимодействие электронов

, (1.3)



13

где ~ = ℎ
2𝜋 - редуцированная постоянная Планка, 𝑚 - масса электрона, ∇ -

оператор Набла, 𝑉𝑒𝑥𝑡(x𝑖) - потенциал ядер, в котором движется электрон, 𝑒 -
заряд электрона, x𝑖 - радиус-вектор 𝑖-ого электрона в системе. Удобным спо­
собом описания систем, состоящих из большого количества частиц, является
метод квантовой теории поля, который широко используется в физике кон­
денсированного состояния вещества. Сложность описания многочастичных (ан­
ти)симметричных (фермионных) бозонных волновых функций для одинаковых
частиц решается путем введения операторов, рождающих или уничтожающих
частицу в данном состоянии. Однако, удобнее использовать операторы поля со
следующими коммутационными отношениями:[︁

𝜓𝛼(x), 𝜓𝛽(x
′)
]︁

(+)

−

= 0,
[︁
𝜓𝛼(x), 𝜓

†
𝛽(x

′)
]︁

(+)

−

= 𝛿𝛼𝛽𝛿(x− x′), (1.4)

где 𝛿(x − x′) - дельта-функция, которая возвращает 1 в случае, если x = x′,
и 0 в случае, если x ̸= x′, 𝛼, 𝛽 - индексы спина или орбиталей, + обозначает
коммутатор и соответствует фермионным волновым функциям, а знак − обозна­
чает антикоммутатор и соответствует бозонным. Заменяя волновую функцию
полевым оператором, действующим на квантовое поле с флуктуирующим чис­
лом частиц, а суммирование по частицам - интегрированием по пространству,
гамильтониан системы может быть переписан в терминах вторичного кванто­
вания следующим образом:

ℋ̂ =
∑︁
𝛼𝛽

∫︁
𝑑x𝜓†

𝛼(x)

(︂
− ~2

2𝑚
∇2

x + 𝑉𝑒𝑥𝑡(x)

)︂
𝜓𝛽(x)

+
1

2

∑︁
𝛼𝛽𝛾𝛿

∫︁
𝑑x

∫︁
𝑑x′𝜓†

𝛼(x)𝜓
†
𝛽(x

′)𝑉 (x− x′)𝜓𝛿(x
′)𝜓𝛾(x). (1.5)

Для удобства проведения численных расчетов было предложено исполь­
зовать функции Ванье [64—68]. Данные функции локализованы на узлах с ко­
ординатами X𝑖 и могут быть представлены как

𝜑𝑖𝛼(x−X𝑖) =
1√
𝑁

∑︁
k

𝑒−𝑖kX𝑖𝜓k𝛼(x), (1.6)
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где 𝜓k𝛼(x) - функции Блоха для невзаимодействующего гамильтониана, 𝛼 -
индекс спина и орбиталей. Полевой оператор переписывается в виде 𝜓𝛼(x) =∑︀

𝑖 𝜑𝑖𝛼(x)𝑐𝑖𝛼.
Таким образом, от гамильтониана (1.3) мы приходим к гамильтониану

квантовой решеточной модели

ℋ̂ =
∑︁
𝑖𝑗

∑︁
𝛼𝛽

𝑡𝛼𝛽𝑖𝑗 𝑐
†
𝑖𝛼𝑐𝑗𝛽 +

1

2

∑︁
𝑖𝑗𝑘𝑙

∑︁
𝛼𝛽𝛾𝛿

𝑈𝛼𝛽𝛾𝛿
𝑖𝑗𝑘𝑙 𝑐

†
𝑖𝛼𝑐

†
𝑗𝛽𝑐𝑙𝛿𝑐𝑘𝛾, (1.7)

где матричные элементы интеграла перескока 𝑡𝛼𝛽𝑖𝑗 и полной матрицы взаимо­
действия 𝑈𝛼𝛽𝛾𝛿

𝑖𝑗𝑘𝑙 вычисляются следующим образом:

𝑡𝛼𝛽𝑖𝑗 =

∫︁
𝑑x𝜑*𝑖𝛼(x−X𝑖)

(︂
− ~2

2𝑚
∇2

x + 𝑉𝑒𝑥𝑡(x)

)︂
𝜑𝑗𝛽(x−X𝑗),

𝑈𝛼𝛽𝛾𝛿
𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑒2

∫︁
𝑑x

∫︁
𝑑x′𝜑

*
𝑖𝛼(x−X𝑖)𝜑

*
𝑗𝛽(x

′ −X𝑗)𝜑𝑘𝛾(x−X𝑘)𝜑𝑙𝛿(x
′ −X𝑙)

|x− x′|
, (1.8)

здесь 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 - индексы орбиталей, 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 -индексы узлов. Уравнение (1.7)
представляет общий вид гамильтониана для описания квантовой решеточной
модели.

В 1963 году Джон Хаббард (John Hubbard) предложил модель для изуче­
ния движения электронов проводимости в переходных 3𝑑-металлах. В этих эле­
ментах радиальная волновая функция 3𝑑-электронов имеет очень малую про­
странственную протяженность. Когда 3𝑑-оболочка занята несколькими электро­
нами, частицы вынуждены находиться близко друг к другу, в результате чего
электростатическая энергия сильно увеличивается. Поэтому энергия иона пере­
ходного металла сильно изменяется в зависимости от количества содержащихся
в нем электронов. Вырождение 3𝑑-орбитали и наличие других энергетических
зон в твердом теле не учитываются. В итоге, рассматривается решетка с одной
𝑠-подобной орбиталью на каждом узле [69].

Таким образом, гамильтониан модели Хаббарда в формализме вто­
ричного квантования может быть представлен следующим образом [70; 71]:

𝐻latt =
∑︁
𝑖𝑗𝜎

𝑡𝑖𝑗𝑐
†
𝑖𝜎𝑐𝑗𝜎 + 𝑈

∑︁
𝑖

𝑛𝑖↑𝑛𝑖↓, (1.9)
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где 𝑡𝑖𝑗 является интегралом перескока между узлами решетки 𝑖 и 𝑗, 𝑐†𝑖𝜎 и 𝑐𝑖𝜎

операторы рождения и уничтожения электрона со спином 𝜎 на узлах 𝑖 и 𝑗 соот­
ветственно, 𝑈 – параметр локального кулоновского взаимодействия (на узле).
Модель Хаббарда является минимальной моделью, в которой возможен учет
сильных электрон-электронных корреляций, на рисунке 1.1 приведено ее схе­
матическое представление. Использование такой модели напрямую для описа­
ния реальных материалов ограничивается вычислительными мощностями рас­
четных машин, так как количество учитываемых атомов решетки становится
огромным. Приближенное решение модели Хаббарда бесконечной размерности
возможно в рамках теории динамического среднего поля, речь о которой пойдет
ниже.

Рисунок 1.1 — Схематическое представление модели Хаббарда на квадратной решетке.
Здесь 𝑡𝑖𝑗 - значение интеграла перескока электрона между узлами 𝑖 и 𝑗, 𝑈 - величина

кулоновского отталкивания, возникающая в случае, если на узле находятся одновременно
два электрона.

Все взаимодействия электронов (на узле или между узлами) записывают­
ся в полной матрице кулоновских взаимодействий 𝑈𝑖𝑗𝑘𝑙 (орбитальные индексы
опущены). Дж. Хаббардом был произведен анализ оценочных величин локаль­
ного (на узле) и нелокальных (межузельных) кулоновских взаимодействий для
3𝑑-переходных металлов, которые представлены в таблице 1.1. В диссертацион­
ном исследовании наибольший интерес представляют элементы 𝑈𝑖𝑗𝑖𝑗, соответ­
ствующие межузельному кулоновскому взаимодействию между ближайшими
соседями в пределах первой координационной сферы, которое будет рассмотре­
но далее в рамках расширенной теории динамического среднего поля. Из таб­
лицы 1.1 можно видеть, что величина 𝑈𝑖𝑗𝑖𝑗 значительно превышает значения
других нелокальных взаимодействий. Элемент 𝑈𝑖𝑗𝑗𝑖 представляет собой обмен­
ное взаимодействие, поскольку соответствующая комбинация операторов рож­
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Таблица 1.1 — Оценочные значения нелокальных кулоновских взаимодействий для
3𝑑-переходных металлов [10].

𝑈𝑖𝑖𝑖𝑖 20 эВ
𝑈𝑖𝑗𝑖𝑗 6 эВ
𝑈𝑖𝑖𝑖𝑗

1
2 эВ

𝑈𝑖𝑗𝑖𝑘
1
10 эВ

𝑈𝑖𝑖𝑗𝑗
1
40 эВ

𝑈𝑖𝑗𝑗𝑖
1
40 эВ

дения и уничтожения может быть сведена к комбинации спиновых операторов
S𝑖S𝑗. Для соединений переходных металлов оно мало вследствие сильной ло­
кализации активных частично заполненных магнитных орбиталей на атомах.
Однако, в случае рассматриваемых в данной диссертации материалов c 𝑠- и 𝑝-
электронами, играет важную роль, конкурирует с кинетическим обменным вза­
имодействием, обусловленным процессами переноса электронов с узла на узел,
и не является пренебрежимо малым. В результате, было предложено ограни­
чить полную матрицу кулоновских взаимодействий только локальными элемен­
тами [10; 72].

Недавние исследования показали, что отношение между величинами па­
раметров локального 𝑈 и нелокального 𝑈𝑖𝑗𝑖𝑗 кулоновских взаимодействий ока­
зывает влияние на многие свойства основного состояния коррелированного ма­
териала. Примерами могут являться формирование режимов зарядовой и спи­
новой плотности [73], магнитный порядок [74; 75], возникновение возможного
разделения фаз [76]. В работах [77; 78] было определено, что межузельное вза­
имодействие (между 𝑑 состояниями) является важным при определении основ­
ного состояния в фазе зарядового упорядочения в смешанных валентных систе­
мах. Поэтому для подобных систем необходимо использовать расширенную
модель Хаббарда. Ее применение также весьма широко: от изучения прово­
димости и структурных свойств электропроводящих сопряженных полимеров
(conjugated polymers) [79] и углеродных наноструктур до моделирования графе­
новых нанолент в зависимости от параметров взаимодействия [80].

Расширенная модель Хаббарда с учетом нелокальных зарядовых и обмен­
ных взаимодействий схематически представлена на рисунке 1.2 и задается га­
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мильтонианом

𝐻 =
∑︁
𝑖𝑗𝜎

𝑡𝑖𝑗𝑐
†
𝑖𝜎𝑐𝑗𝜎⏟  ⏞  

𝐻кин

+𝑈
∑︁
𝑖

𝑛𝑖↑𝑛𝑖↓ +
1

2

∑︁
𝑖𝑗

𝑉𝑖𝑗𝑛𝑖𝑛𝑗⏟  ⏞  
𝐻пот

+
1

2

∑︁
𝑖𝑗

𝐽𝑖𝑗S𝑖S𝑗⏟  ⏞  
𝐻спин

, (1.10)

где 𝑡𝑖𝑗 является интегралом перескока между узлами решетки 𝑖 и 𝑗, 𝑐†𝑖𝜎 и 𝑐𝑖𝜎

операторы рождения и уничтожения электрона со спином 𝜎 на узле 𝑖 соответ­
ственно. 𝑈 – параметр локального кулоновского взаимодействия, 𝑉𝑖𝑗 является
параметром нелокального взаимодействия между зарядами 𝑛𝑖 =

∑︀
𝜎 𝑐

†
𝑖𝜎𝑐𝑖𝜎 на

различных узлах 𝑖 и 𝑗, параметр 𝐽𝑖𝑗 характеризует взаимодействие спинов на
узлах решетки 𝑖 и 𝑗, S𝑖 =

∑︀
𝜎𝜎′(𝑐

†
𝑖𝜎𝜎𝜎,𝜎′𝑐𝑖𝜎′) является оператором спина и каждая

компонента представляется в следующем виде:

𝑆𝑧
𝑖 =

1

2

(︁
𝑐†𝑖↑𝑐𝑖↑ − 𝑐†𝑖↓𝑐𝑖↓

)︁
𝑆𝑥
𝑖 =

1

2

(︁
𝑐†𝑖↑𝑐𝑖↓ + 𝑐†𝑖↓𝑐𝑖↑

)︁
(1.11)

𝑆𝑦
𝑖 =

1

2𝑖

(︁
𝑐†𝑖↑𝑐𝑖↓ − 𝑐†𝑖↓𝑐𝑖↑

)︁
.

Расширенная модель Хаббарда обычно рассматривается с отталкивающим
взаимодействием, то есть при величинах параметров 𝑉𝑖𝑗 > 0 и 𝑈 > 0. Данный
выбор объясняется физическими соображениями, поскольку кулоновские вза­
имодействия между электронами являются отталкивающими. Использование
данной модели мотивировано тем, что сильное отталкивание между ближай­
шими соседями приводит к формированию зарядового упорядочения. Граница
фазового перехода из состояния ферми-жидкости в фазу зарядового упорядоче­
ния была определена в ряде работ [81—93] и является согласованным результом.
Воспроизведение данной границы служит хорошим способом проверки новых
численных схем. В режиме взаимодействия, когда электроны притягиваются
(при 𝑉 < 0), фазовый переход представляет собой переход в фазу разделения
состояний с высокой и низкой зарядовой плотностью [89; 94]. С точки зрения
экспериментальной физики, расширенная модель Хаббарда с учетом притяги­
вающих электронных взаимодействий реализована в исследованиях ультрахо­
лодных атомов [95], а также при изучении конденсированного состояния веще­
ства [96—98].
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Рисунок 1.2 — Схематическое представление расширенной модели Хаббарда. Здесь 𝑡𝑖𝑗 -
значение интеграла перескока электрона между узлами 𝑖 и 𝑗, 𝑈 - величина кулоновского

отталкивания, возникающая в случае, если на узле находятся одновременно два электрона,
𝑉 - кулоновское и 𝐽 - обменное нелокальное (межузельное) взаимодействия.

1.2 Методы решения квантовых электронных гамильтонианов

1.2.1 Теория динамического среднего поля

Теория динамического среднего поля (Dynamical Mean-Field Theory,
DMFT) [48; 99] может быть представлена как квантовый аналог классиче­
ских теорий поля, использующих приближённое описание эффектов многоча­
стичных взаимодействий в задачах многих тел. Основная идея данной теории
состоит в том, чтобы сосредоточиться на некотором узле решетки и оценить эф­
фективное поле, создаваемое другими узлами [6]. Вывод уравнения действия,
по аналогии с классическим случаем, в результате дает нетривиальную тео­
рию среднего поля, полностью учитывающую локальные временные квантовые
флуктуации, что и определяет «динамику» в данной теории [32].

DMFT основывается на отображении квантовой решеточной задачи, рас­
сматривающей только локальные взаимодействия электронов, на эффективную
примесную модель. Предполагается, что отдельный узел решетки можно опи­
сать как существующий в некотором среднем динамическом фермионном поле,
создаваемым окружающими узлами. Результатом является согласованное ре­
шение модели Хаббарда, в процессе получения которого итеративно определен­
ным образом подбираются параметры эффективной примесной модели. Итого­
вые функции, описывающие примесь, и функции, характеризующие отдельный
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узел решетки, должны совпадать с заданной точностью. Примесная модель в
данном контексте используется в качестве вспомогательного инструмента и на­
зывается эффективной примесной моделью Андерсона.

Примесная модель Андерсона

Изначально примесная модель Андерсона (Anderson Impurity Model, AIM)
была разработана для изучения примесей с частично заполненной 𝑑-оболочкой
(таких как Fe, Co и Ni) в немагнитных металлах [100; 101]. Модель предполагает
наличие таких объектов как, непосредственно, примесь и фермионный невзаи­
модействующий резервуар, образованный электронами проводимости. Предпо­
лагается, что электроны взаимодействуют друг с другом только на орбиталях
примеси и не взаимодействуют в резервуаре. С течением времени данная мо­
дель получила широкое распространение и была применена при описании раз­
ного рода систем: от адатомов на металлических подложках [102] до квантовых
точек в равновесном и неравновесном состояниях [103] и при изучении Кондо
эффекта [3].

Решение модели Андерсона является квантовой многочастичной задачей,
в которой гильбертово пространство растет экспоненциально с увеличением чис­
ла степеней свободы задачи. Например, при увеличении количества орбиталей
примеси необходимо учитывать намного больше возможных переходов электро­
на: из резервуара на примесную орбиталь, между орбиталями примеси и так
далее. Из-за возрастающего количества параметров модели, ее решение стано­
вится нетривиальным. Используя модель Андерсона в качестве эффективной
примесной модели, ее гамильтониан может быть представлен в виде

𝐻 =
∑︁
𝜎

𝜀0𝑑
†
𝜎𝑑𝜎 + 𝑈𝑛0↑𝑛0↓⏟  ⏞  
примесь

+
∑︁
𝑘,𝜎

(𝒱𝑘𝑑
†
𝜎𝑓𝑘𝜎 + ℎ.𝑐.)⏟  ⏞  

гибридизация

+
∑︁
𝑘,𝜎

𝜀𝑘𝑓
†
𝑘𝜎𝑓𝑘𝜎⏟  ⏞  

резервуар

, (1.12)

где 𝜀0 и 𝜀𝑘 являются энергетическими уровнями примеси и фермионного резер­
вуара соответственно; 𝑑†𝜎(𝑑𝜎) определяют оператор рождения (уничтожения)
фермиона со спином 𝜎 на примеси; 𝑓 †𝑘𝜎(𝑓𝑘𝜎) – аналогичные операторы фермион­
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ного резервуара; 𝑛0𝜎 = 𝑑†𝜎𝑑𝜎 – оператор числа частиц на примесном уровне; 𝒱𝑘 –
параметр, характеризующий переход между примесью и эффективными уров­
нями резервуара. В общем случае количество орбиталей примеси может быть
сколь угодно большим, но в данной работе рассматривается одноорбиталь­
ная примесная модель (рисунок 1.3), которая на уровне теории динамического
среднего поля позволяет описывать соединения, в электронном спектре кото­
рых наблюдается хорошо отделенная зона на уровне Ферми.

V

примесь

Рисунок 1.3 — Схематическое представление одноорбитальной примесной модели
Андерсона. Здесь 𝜀𝑘 - энергетические уровни фермионного резервуара, 𝜀0 - энергия

орбитали примеси, 𝒱𝑘 - параметр гибридизации, характеризующий переход электрона
между примесью и эффективными уровнями резервуара.

Цикл caмосогласования в теории динамического среднего поля

Цикл согласования квантовой решеточной и эффективной примесной мо­
делей может быть реализован в двух вариантах, один из которых предпола­
гает пересчет собственно-энергетической части энергии. В качестве старто­
вого может быть выбран невзаимодействующий предел, в котором задается
Σ(𝑖𝜔𝑚) = 0. Общий вид формулы, по которой рассчитывается решеточная
функция Грина, выглядит следующим образом:

𝐺(𝑖𝜔𝑚,k) =
1

𝑖𝜔𝑚 + 𝜇− 𝑡(k)− Σ(𝑖𝜔𝑚)
, (1.13)
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где 𝜔𝑚 = (2𝑚+1)𝜋/𝛽 - фермионные мацубаровские частоты, 𝛽 – обратная тем­
пература, k-вектор в обратном пространстве, 𝜇 - химический потенциал, Σ(𝑖𝜔𝑚)

- собственно-энергетическая часть, которая несет информацию об электронных
корреляциях на узле. Локальная функция Грина может быть получена сумми­
рованием (интегрированием) по всем k-точкам в первой зоне Бриллюэна:

𝐺𝑙𝑜𝑐(𝑖𝜔𝑚) =
1

𝑁

∑︁
k

𝐺(𝑖𝜔𝑚,k), (1.14)

где 𝑁 - количество 𝑘-точек. Из уравнения Дайсона

𝒢−1(𝑖𝜔𝑚) = Σ(𝑖𝜔𝑚) +𝐺−1
𝑙𝑜𝑐(𝑖𝜔𝑚) (1.15)

восстанавливается поле Вейсса 𝒢(𝑖𝜔𝑚), описывающее динамику переходов элек­
трона между резервуаром и примесью и используемое при решении примесной
задачи. Новое значение собственно-энергетической части определяется из урав­
нения Дайсона. Далее повторяется расчет локальной решеточной функции Гри­
на, и, таким образом, итерация заканчивается.

Для того, чтобы улучшить сходимость, новые (с индексом 𝑛𝑒𝑤) и старые
(с индексом 𝑜𝑙𝑑) функции поля Вейсса смешиваются. Для большинства случаев
линейное смешивание является достаточным и представляется формулой

𝒢−1
𝑛𝑒𝑤(𝑖𝜔𝑚) =(1− 𝜉)𝒢−1

𝑜𝑙𝑑(𝑖𝜔𝑚) + 𝜉[Σ(𝑖𝜔𝑚) +𝐺−1
𝑙𝑜𝑐(𝑖𝜔𝑚)] =

=𝒢−1
𝑜𝑙𝑑(𝑖𝜔𝑚) + 𝜉[Σ(𝑖𝜔𝑚) +𝐺−1

𝑙𝑜𝑐(𝑖𝜔𝑚)− 𝒢−1
𝑜𝑙𝑑(𝑖𝜔𝑚)]. (1.16)

Параметр смешивания 𝜉 > 0 контролирует отношение старой и новой функ­
ции поля Вейсса, входящей в следующую итерацию. При слишком малом 𝜉

сходимость может замедляться, в то время как при слишком большом 𝜉 мо­
гут возникать колебания вокруг согласованного решения. Разумным выбором
значения параметра является 𝜉 = 0.7−0.9 [32]. При согласованном решении ста­
рая и новая собственно-энергетические части совпадают с заданной точностью.
Полагая Σ𝑜𝑙𝑑 = Σ𝑛𝑒𝑤, уравнение (1.16) переписывается в виде

𝒢−1
𝑛𝑒𝑤(𝑖𝜔𝑚) = 𝒢−1

𝑜𝑙𝑑(𝑖𝜔𝑚)− 𝜉[𝐺(𝑖𝜔𝑚)− 𝑔−1
𝑜𝑙𝑑(𝑖𝜔𝑚)], (1.17)
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где 𝑔−1
𝑜𝑙𝑑(𝑖𝜔𝑚) = 𝒢𝑜𝑙𝑑(𝑖𝜔𝑚) − Σ𝑜𝑙𝑑(𝑖𝜔𝑚) - функция Грина примеси. Критерием

завершения цикла является получение согласованного решения, в котором с
заданной точностью 𝑔(𝑖𝜔𝑚) ≈ 𝐺𝑙𝑜𝑐(𝑖𝜔𝑚).

Второй вариант построения решения уравнений динамического среднего
поля основывается на пересчете гибридизационной функции. Используя замену

𝑔−1(𝑖𝜔𝑚) = 𝑖𝜔𝑚 + 𝜇−Δ(𝑖𝜔𝑚)− Σ(𝑖𝜔𝑚), (1.18)

где Δ(𝑖𝜔𝑚) - гибридизационная функция примеси с фермионным резервуаром,
уравнение (1.13) переписывается в виде

𝐺(𝑖𝜔𝑚,k) =
1

𝑔−1(𝑖𝜔𝑚) + Δ(𝑖𝜔𝑚)− 𝑡(k)
. (1.19)

Новая гибридизационная функция при помощи линейного смешивания может
быть получена следующим образом:

Δ𝑛𝑒𝑤(𝑖𝜔𝑚) = (1− 𝜉)Δ𝑜𝑙𝑑(𝑖𝜔𝑚) + 𝜉[𝑖𝜔𝑚 + 𝜇− 𝑡(k)− Σ𝑜𝑙𝑑(𝑖𝜔𝑚)−𝐺−1(𝑖𝜔𝑚)] =

= Δ𝑜𝑙𝑑(𝑖𝜔𝑚) + 𝜉[𝑔−1(𝑖𝜔𝑚)−𝐺−1(𝑖𝜔𝑚)]. (1.20)

Далее, как и в первом случае, рассчитывается функция поля Вейсса

𝒢−1
𝑛𝑒𝑤(𝑖𝜔𝑚) = 𝑖𝜔𝑚 + 𝜇−Δ𝑛𝑒𝑤(𝑖𝜔𝑚). (1.21)

Схематически описываемый цикл представлен на рисунке 1.4. Оба подхода для
построения цикла согласования являются эквивалентными и приводят к одному
решению. Стартовое значение гибридизационной функции Δ𝑖𝑛𝑖𝑡(𝑖𝜔𝑚), соответ­
ствующее случаю Σ(𝑖𝜔𝑚) = 0, может быть вычислено по формуле

Δ𝑖𝑛𝑖𝑡(𝑖𝜔𝑚) = 𝑖𝜔𝑚 + 𝜇−𝐺−1
0,𝑙𝑜𝑐(𝑖𝜔𝑚), (1.22)

где 𝐺0,𝑙𝑜𝑐(𝑖𝜔𝑚) - локальная функция Грина решетки при Σ(𝑖𝜔𝑚) = 0.
В зависимости от выбранного численного метода для решения примесной

задачи цикл согласования будет отличаться способом обработки данных для
новой итерации. Общий вид цикла согласования схематически представлен на
рисунке 1.4.
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Примесная задача
𝑔(𝑖𝜔𝑚) = −

⟨︀
𝑑(𝑖𝜔𝑚)𝑑

†(𝑖𝜔𝑚)
⟩︀
𝑖𝑚𝑝

Функция Вейсса
𝒢−1
𝑛𝑒𝑤(𝑖𝜔𝑚) = 𝑖𝜔𝑚 + 𝜇 −Δ𝑛𝑒𝑤(𝑖𝜔𝑚)

Решеточная функция
𝐺𝑙𝑜𝑐(𝑖𝜔𝑚) =

1
𝑁

∑︀
k

[︀
𝑔−1(𝑖𝜔𝑚) + Δ(𝑖𝜔𝑚)− 𝑡(k)

]︀−1

Новая гибридизационная функция
Δ𝑛𝑒𝑤(𝑖𝜔𝑚) = Δ𝑜𝑙𝑑(𝑖𝜔𝑚) + 𝜉

[︀
𝑔−1(𝑖𝜔𝑚)−𝐺−1

𝑙𝑜𝑐(𝑖𝜔𝑚)
]︀

Рисунок 1.4 — Схематическое представление цикла согласования модели Хаббарда и
эффективной одноузельной примесной модели Андерсона для решения уравнений теории

динамического среднего поля, основанного на пересчете функции гибридизации.

1.2.2 Расширенная теория динамического среднего поля

Как можно видеть из описания, в теории динамического среднего поля
корреляции и взаимодействия между электронами исключительно локальны.
Другими словами, DMFT можно представить как теорию, в которой заморажи­
ваются пространственные флуктуации [104]. Для их учета необходимо использо­
вать расширенную модель Хаббарда (1.10), решение которой может быть полу­
чено при помощи расширенной теории динамического среднего поля (Extended
Dynamical Mean-Field Theory, EDMFT). Идея EDMFT была разработана и ис­
пользована при изучении систем с нелокальным кулоновским взаимодействи­
ем [52; 53], спиновых стекол [49; 50] и тяжелых фермионов [54—56].

Эффективная примесная модель

В расширенной теории динамического среднего поля в качестве эффек­
тивной примесной используется модель [105], которая описывается гамильтони­
аном (1.23) и схематически представлена на рисунке 1.5.
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Рисунок 1.5 — Схематическое представление эффективной примесной модели в
расширенной теории динамического среднего поля. Здесь 𝜀𝑘, 𝜀0, Ω𝑝 - энергетические уровни

фермионного резервуара, примеси и бозонного резервуара, соответственно; 𝒱𝑘, 𝒲𝑝 -
взаимодействие между примесью и эффективными уровнями фермионного и бозонного

резервуаров, соответственно.

𝐻imp =
∑︁
𝜎

𝜀0𝑑
†
𝜎𝑑𝜎+𝑈𝑛0↑𝑛0↓ +

∑︁
𝑘𝜎

(𝒱𝑘𝑑
†
𝜎𝑓𝑘𝜎 + ℎ.𝑐.)+∑︁

𝑘,𝜎

𝜀𝑘𝑓
†
𝑘𝜎𝑓𝑘𝜎 ++

∑︁
𝑝

Ω𝑝𝑏
†
𝑝𝑏𝑝 +

∑︁
𝑝

𝒲𝑝O(𝑏†𝑝 + 𝑏𝑝)⏟  ⏞  
бозонная часть

, (1.23)

здесь сохранены обозначения, использованные в уравнении (1.12). Объектом в
примесной модели, который описывает нелокальные взаимодействия в расши­
ренной модели Хаббарда, является бозонный резервуар. Символом 𝑏†𝑝(𝑏𝑝) обозна­
чен оператор рождения (уничтожения) бозона с энергией (частотой) Ω𝑝 на энер­
гетическом уровне 𝑝. 𝒲𝑝 описывает взаимодействие между бозонным уровнем
и орбиталью примеси. Оператор O =

(︀
𝑛̄0, 𝑆

𝑧, 𝑆𝑥, 𝑆𝑦
)︀
, где 𝑛̄0 =

∑︀
𝜎(𝑛0𝜎 − ⟨𝑛0𝜎⟩)

описывает флуктуации зарядовой плотности примеси, 𝑆𝜈 = 𝑆𝜈−⟨𝑆𝜈⟩ - спиновые
флуктуации, здесь 𝑆𝜈 =

∑︀
𝛼𝛼′(𝑑†𝛼𝜎

𝜈
𝛼,𝛼′𝑑𝛼′) (в данном случае 𝛼 и 𝛼′ - спиновые

индексы, 𝜎𝜈 - матрицы Паули).

1.2.3 Цикл согласования расширенной теории динамического
среднего поля

В случае EDMFT цикл согласования выполняется для двух величин: одно­
частичной (фермионный пропагатор) и двучастичной (восприимчивость, функ­
ция отклика системы) функций Грина. Схематически цикл согласования для
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решения EDMFT на основе переопределения гибридизационных функций пред­
ставлен на рисунке 1.6.

В данном случае были определены функция Грина примесной модели и
локальная часть (connected part) зарядовой восприимчивости расширенной мо­
дели Хаббарда, представленной гамильтонианом (1.10). Корреляционные функ­
ции гамильтониана эффективной примесной модели (1.23) определяются как

𝑔𝜎(𝑖𝜔𝑚) = −⟨𝑑𝜎(𝑖𝜔𝑚)𝑑
†
𝜎(𝑖𝜔𝑚)⟩imp,

𝑋(𝑖𝜈𝑚) = −⟨O(𝑖𝜈𝑚)O(𝑖𝜈𝑚)⟩imp, (1.24)

где индекс imp обозначает больцмановское усреднение в примесной модели;
𝑑†𝜎 (𝑑𝜎) – оператор рождения (уничтожения) электрона на орбитали примеси.
Здесь 𝜈𝑚 = 2𝑚𝜋/𝛽 - бозонные мацубаровские частоты, 𝛽 – обратная темпера­
тура. Спиновый индекс 𝜎 в функции Грина опускается и рассматривается толь­
ко парамагнитное решение. В соответствии с вышеописанными определениями,

Примесная задача
𝑔(𝑖𝜔𝑚) = −

⟨︀
𝑑(𝑖𝜔𝑚)𝑑

†(𝑖𝜔𝑚)
⟩︀
𝑖𝑚𝑝

𝑋(𝑖𝜈𝑚) = −⟨O(𝑖𝜈𝑚)O(𝑖𝜈𝑚)⟩𝑖𝑚𝑝

Решеточная функция
𝐺𝑙𝑜𝑐(𝑖𝜔𝑚) =

1
𝑁

∑︀
k

[︀
𝑔−1(𝑖𝜔𝑚) + Δ(𝑖𝜔𝑚)− 𝑡(k)

]︀−1

𝑋𝑁𝑁
𝑙𝑜𝑐 (𝑖𝜈𝑚) =

1
𝑁

∑︀
q

[︀
𝑋−1(𝑖𝜈𝑚) + Λ(𝑖𝜈𝑚)− 𝑉 (q)

]︀−1

𝑋𝑀𝑀
𝑙𝑜𝑐 (𝑖𝜈𝑚) =

1
𝑁

∑︀
q

[︀
𝑋−1(𝑖𝜈𝑚) + Λ(𝑖𝜈𝑚)− 𝐽(q)

]︀−1

Новая гибридизационная функция
Δnew(𝑖𝜔𝑚) = Δold(𝑖𝜔𝑚) + 𝜉1[𝑔

−1(𝑖𝜔𝑚)−𝐺−1
loc(𝑖𝜔𝑚)]

Λnew(𝑖𝜈𝑚) = Λold(𝑖𝜈𝑚) + 𝜉2[𝑋
−1(𝑖𝜈𝑚)−𝑋−1

loc (𝑖𝜈𝑚)]

Рисунок 1.6 — Схематическое представление цикла согласования расширенной модели
Хаббарда для метода точной диагонализации.



26

уравнения для локальных решеточных функций в результате принимают вид:

𝐺loc(𝑖𝜔𝑚) =
1

𝑁

∑︁
k

[︀
𝑔−1(𝑖𝜔𝑚) + Δ(𝑖𝜔𝑚)− 𝑡(k)

]︀−1
,

𝑋𝑁𝑁
loc (𝑖𝜈𝑚) =

1

𝑁

∑︁
q

[︀
𝑋−1(𝑖𝜈𝑚) + Λ(𝑖𝜈𝑚)− 𝑉 (q)

]︀−1
, (1.25)

𝑋𝑀𝑀
loc (𝑖𝜈𝑚) =

1

𝑁

∑︁
q

[︀
𝑋−1(𝑖𝜈𝑚) + Λ(𝑖𝜈𝑚)− 𝐽(q)

]︀−1
,

где 𝑁 – число 𝑘-точек. Для данных выражений необходимо ввести Фурье преоб­
разования для величины интеграла перескока электронов 𝑡(k) и нелокальных
параметров взаимодействия 𝑉 (q) и 𝐽(q) расширенной модели Хаббарда (1.10),
соответственно.

Для решения уравнений EDMFT (1.25) гибридизационные функции Δ и Λ

должны изменяться в ходе согласования. Подбираются стартовые значения для
Δ и Λ, после чего решается примесная задача (1.23). Новые гибридизационные
функции могут быть получены при помощи формул

Δnew(𝑖𝜔𝑚) = Δold(𝑖𝜔𝑚) + 𝜉1[𝑔
−1(𝑖𝜔𝑚)−𝐺−1

loc(𝑖𝜔𝑚)], (1.26)

Λnew(𝑖𝜈𝑚) = Λold(𝑖𝜈𝑚) + 𝜉2[𝑋
−1(𝑖𝜈𝑚)−𝑋−1

loc (𝑖𝜈𝑚)], (1.27)

где 0 < 𝜉1 6 1, 0 < 𝜉2 6 1 – параметр смешивания, контролирующий сходи­
мость, задается произвольно, ближе к согласованному решению должен быть
уменьшен. Примесная модель решается итеративно, данный процесс повторяет­
ся до получения согласованного решения, когда

𝑔(𝑖𝜔𝑚) ≈ 𝐺𝑙𝑜𝑐(𝑖𝜔𝑚),

𝑋(𝑖𝜈𝑚) ≈ 𝑋𝑙𝑜𝑐(𝑖𝜈𝑚). (1.28)

В контексте DMFT идея отображения сплошного спектра на дискретный
была описана в работе [106]. В формуле (1.29) представлено отображение фер­
мионной гибридизационной функции на дискретную функцию ограничением
числа уровней в фермионном резервуаре 𝐾. Аналогично происходит отображе­
ние бозонной гибридизационной функции Λ с ограничением числа уровней в
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бозонном резервуаре 𝑃 в уравнении (1.30).

Δ(𝑖𝜔𝑚) ≈
𝐾∑︁
𝑘=1

|𝒱𝑘|2

𝑖𝜔𝑚 − 𝜀𝑘
(1.29)

Λ(𝑖𝜈𝑚) ≈
𝑃∑︁
𝑝=1

2|𝒲𝑝|2Ω𝑝

(𝑖𝜈𝑚)2 − Ω2
𝑝

(1.30)

После проведения перерасчета новых гибридизационных функций, производит­
ся расчет новых параметров 𝜀𝑘;𝒱𝑘 и Ω𝑝;𝒲𝑝, являющихся стартовыми для сле­
дующей итерации.

1.2.4 Численные методы решения эффективных примесных
моделей

На данный момент существует несколько алгоритмов, позволяющих по­
лучить численное решение эффективной примесной задачи Андерсона: кван­
товый метод Монте-Карло (Quantum Monte Carlo, QMC) [107], метод точной
диагонализации (Exact Diagonalization, ED) [108], итеративная теория возмуще­
ний (Iterative Perturbation Theory, IPT) [109] и метод ренорм-групп (Numerical
Renormalization Group, NRG) [48]. Ниже представлено описание численных ме­
тодов, использованных в данной работе: метод точной диагонализации, кван­
товый метод Монте-Карло на непрерывном времени (Continuous-time Quantum
Monte Carlo, CTQMC).

Метод точной диагонализации

В случае точной диагонализации рассчитываются собственные векторы и
собственные значения матрицы гамильтониана примесной задачи (1.12). Для
этого непрерывный спектр плотности состояний приближается некоторым дис­
кретным набором энергетических уровней, что схематически представлено на
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рисунке 1.7. Основное ограничение данного метода заключается в количестве

N(ε)

Рисунок 1.7 — Схематическое представление дискретизации сплошного энергетического
спектра дискретным набором уровней.

используемых орбиталей: размерность задачи напрямую связана с количеством
энергетических уровней.

Для объяснения работы метода ниже рассмотрена фермионная система,
состоящая из 𝑁𝑖 орбиталей примеси и 𝑁𝑐 уровней резервуара. В базисе чисел
заполнения состояние системы будет описываться вектором следующего вида:

|𝜓⟩ =
⃒⃒⃒
𝑛↑1𝑖, ..., 𝑛

↑
𝑁𝑖
, 𝑛↑1𝑐, .., 𝑛

↑
𝑁𝑐
, 𝑛↓1𝑖, ..., 𝑛

↓
𝑁𝑖
, 𝑛↓1𝑐, .., 𝑛

↓
𝑁𝑐

⟩
, (1.31)

где 𝑛 = 0, 1 - число заполнения для фермионов. Крайне важно учитывать сим­
метрию системы. В данном случае необходимо, чтобы суммарный спин системы
𝑆𝑧 и общее число частиц ⟨𝑁⟩ = ⟨𝑁↑⟩+ ⟨𝑁↓⟩ и соответствующие операторы ком­
мутировали с гамильтонианом:

[𝑁↑, 𝐻] = [𝑁↓, 𝐻] = [𝑆𝑧, 𝐻] = 0. (1.32)

Из этого условия следует, что не происходит перемешивания состояний с раз­
ным числом частиц и разными значениями общего спина. 𝑁↑, 𝑁↓ и 𝑆𝑧 опреде­
ляют симметричный сектор. В результате матрица гамильтониана будет иметь
блочно-диагональный вид. С точки зрения численной реализации такая струк­
тура является удобной, так как каждый блок можно диагонализовать отдельно.
В зависимости от рассматриваемой задачи может быть учтена дальнейшая сим­
метрия, например, трансляционная, и сохранение импульса в периодическом
кластере [32]. Процедура построения фермионного гильбертова пространства
была представлена в работе [108].
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Для описания заполнения матрицы гамильтониана можно рассмотреть
простой случай для одной орбитали примеси (𝑁𝑖 = 1) и одной орбитали фер­
мионного резервуара (𝑁𝑐 = 1). В результате, гамильтониан (1.12) принимает
вид

𝐻 =𝜀0(𝑛0↑ + 𝑛0↓) + 𝑈𝑛0↑𝑛0↓ + 𝑉
(︁
𝑑†↑𝑓↑ + 𝑑†↓𝑓↓

)︁
+ 𝑉 *

(︁
𝑓 †↑𝑑↑ + 𝑓 †↓𝑑↓

)︁
+ 𝜀1(𝑛1↑ + 𝑛1↓), (1.33)

где 𝜀0 - энергия примесного уровня, и 𝜀1 - энергия эффективной орбитали
фермионного резервуара, 𝑑†(𝑑) - оператор рождения (уничтожения) на ор­
битали примеси, 𝑓 †(𝑓) - оператор рождения (уничтожения) на фермионном
уровне, 𝑛0↑(↓) = 𝑑†0↑(↓)𝑑0↑(↓) - оператор числа частиц на примесном уровне,
𝑛1↑(↓) = 𝑓 †1↑(↓)𝑓1↑(↓) - на фермионном, 𝑉 - параметр энергии при перескоке элек­
трона из резервуара на орбиталь примеси, 𝑉 * - параметр энергии при пере­
скоке электрона с орбитали примеси обратно в резервуар. В данном случае
набор базисных состояний представляет из себя все возможные конфигурации
заполнения электронами орбиталей в системе и выглядит так, как представле­
но в таблице 1.2. Двоичное представление, описанное в таблице, соответствует
представленному в формуле (1.31), и для рассматриваемой задачи выглядит
следующим образом

|𝜓⟩ = | примесь, резервуар⏟  ⏞  
спин ↑

, примесь, резервуар⏟  ⏞  
спин ↓

⟩. (1.34)

Наличие электрона с определенным спином на конкретной орбитали обознача­
ется 1, в случае отсутствия ставится 0. В итоге, каждую конфигурацию можно
представить в виде двоичной записи. Также базисные векторы группируются
по суммарному спину и количеству частиц, в результате формируются блоки,
помеченные в таблице определенным номером. В итоге матрица гамильтониана
будет иметь блочно-диагональный вид (рисунок 1.8), что позволяет обрабаты­
вать каждый блок независимо.
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Таблица 1.2 — Представление в двоичной системе счисления базисных состояний системы,
состоящей из двух орбиталей, представленной уравнением (1.33).

Блок Конфигурация Двоичное Блок Конфигурация Двоичное
представление представление

1 |∅,∅⟩ |0000⟩ 5 |↑, ↓⟩ |1001⟩
4 |∅, ↓⟩ |0001⟩ 5 |↓, ↑⟩ |0110⟩
4 |↓,∅⟩ |0010⟩ 5 |↑↓,∅⟩ |1010⟩
8 |↓, ↓⟩ |0011⟩ 5 |∅, ↑↓⟩ |0101⟩
3 |∅, ↑⟩ |0100⟩ 6 |↑, ↑↓⟩ |1101⟩
3 |↑,∅⟩ |1000⟩ 7 |↓, ↑↓⟩ |0111⟩
2 |↑, ↑⟩ |1100⟩ 6 |↑↓, ↑⟩ |1110⟩
9 |↑↓, ↑↓⟩ |1111⟩ 7 |↑↓, ↓⟩ |1101⟩

Рисунок 1.8 — Матрица гамильтониана (1.33) упрощенной эффективной примесной модели
Андерсона.

Квантовый метод Монте-Карло

Под QMC понимается семейство методов, используемых для исследова­
ния квантовых задач с большим количеством частиц. Для решения данным
методом одноузельная примесная модель Андерсона может быть представлена
следующим эффективным действием на мнимом времени:

𝑆𝑒𝑓𝑓 = −
∫︁ 𝛽

0

𝑑𝜏𝑑𝜏 ′
∑︁
𝜎

𝑐𝜎(𝜏)Δ𝜎(𝜏 − 𝜏 ′)𝑐†𝜎(𝜏
′)−

∫︁ 𝛽

0

𝑑𝜏 [𝜇(𝑛↑ + 𝑛↓)− 𝑈𝑛↑𝑛↓] ,

(1.35)

где 𝜇 - химический потенциал, 𝑈 - кулоновское отталкивание на узле, 𝐹 - гибри­
дизационная функция, описывающая переходы в резервуар и обратно, которая
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соотносится с функцией среднего поля 𝒢0 как

𝒢−1
0,𝜎(𝑖𝜔𝑚) = 𝑖𝜔𝑚 + 𝜇− 𝐹𝜎(−𝑖𝜔𝑚). (1.36)

Одночастичная функция Грина рассчитывается как

𝐺(𝜏 − 𝜏 ′) = −
⟨︀
𝒯𝜏𝑐(𝜏)𝑐†(𝜏 ′)

⟩︀
𝑆𝑒𝑓𝑓

= −𝑇𝑟𝒯𝜏𝑒
−𝑆𝑒𝑓𝑓𝑐(𝜏)𝑐†(𝜏 ′)

𝑇𝑟𝒯𝜏𝑒−𝑆𝑒𝑓𝑓
(1.37)

для данной гибридизационной функции, здесь 𝒯𝜏 - упорядочение по времени.
Эффективное действие может быть преобразовано несколькими способа­

ми в зависимости от конкретного выбранного метода QMC. Например, может
быть использован алгоритм Хирша-Фая на дискретном времени Δ𝜏 = 𝛽/𝑁 , где
𝑁 - количество « срезов » по времени [110], или на непрерывном времени [111;
112]. Учитывая, по какой части интеграла действия будет производиться даль­
нейшее разложение, выделяют метод слабой связи (weak coupling) [102; 113;
114] и сильной связи (strong coupling) или иначе гибридизационное разложение
(hybridization expansion) [114] .

Квантовый метод Монте-Карло имеет преимущество при рассмотре­
нии задач многих тел, поскольку позволяет рассчитывать интегралы боль­
ших размерностей и не сталкивается с проблемой роста Гильбертова про­
странства и, как следствие, потребностью в большом количестве выделяемой
для задачи памяти. Метод основан на многократной генерации случайных чи­
сел. Для достижения высокой точности, количество генерируемых значений ве­
лико, что, с другой стороны, также увеличивает потребность в вычислительных
ресурсах.

Учитывая плюсы и минусы используемых численных методов, описанных
в данном разделе, в таблице 1.3 представлено их сравнение. Произведенный
сравнительный анализ доступных методов позволяет выдвинуть предположе­
ние о том, что при прочих равных условиях для исследования фазовых перехо­
дов с учетом ограниченных вычислительных ресурсов метод точной диагонали­
зации является эффективным.

Как упоминалось ранее, DMFT основывается на получении согласованно­
го решения для двух моделей: решеточной и эффективной примесной. Данное
решение получается итеративно, то есть в процессе решения уравнений в неко­
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Таблица 1.3 — Сравнительная таблица численных методов для решения примесной задачи в
EDMFT.

Метод Плюсы Минусы
Квантовый метод 1. Бесконечное количество 1. Проблема расчета в режиме

Монте-Карло (QMC) учитываемых степеней свободы глубокого изолятора.
2. Стохастический шум
3. Ограниченность температур
4. Проблема знака

Метод диагонализации 1. Широкий диапазон 1. Артефакты
(diagonalization) используемых температур дискретизации

2. Суммарное время согласования 2. Экспоненциальный рост
меньше Гильбертова пространства

при увеличении системы

тором цикле, называемым циклом согласования. Для его построения необходи­
мо определить порядок выполнения расчетов и критерии, по которым будет
оцениваться сходимость.

В данной главе были рассмотрены теоретические модели, лежащие в осно­
ве диссертационной работы. Далее будет представлен предлагаемый метод их
численного решения.
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Глава 2. Разработка численной схемы для решения уравнений
расширенной теории динамического среднего поля на основе метода

точной диагонализации

При моделировании реальных кристаллов используются различные реше­
точные модели, например, одномерная [115] и двумерная [116] модели Изинга,
модель Гейзенберга [117], модель Ашкина-Теллера [118], модель Тода [119] и
их расширения. Для рассмотрения электронных и магнитных свойств сильно
коррелированных материалов широко используется модель Хаббарда [10]. В
данной части работы представлен алгоритм, позволяющий численно решать
расширенную модель Хаббарда, учитывающую нелокальные взаимодействия
между узлами решетки в рамках раширенной теории динамического среднего
поля.

Разработка схемы была разделена на два этапа: во-первых, решение при­
месной модели и, как результат, получение соответствующих функций Грина;
и, во-вторых, ее согласование с решеточной задачей. Для реализации первого
пункта могут быть использованы различные численные подходы. Среди них на
сегодняшний день самым популярным является квантовый метод Монте-Кар­
ло (QMC), особенно можно выделить его реализацию на непрерывном време­
ни, построенную на гибридизационном разложении (CT-HYB [120] и CT-HYB
SEGMENT [121]). Однако, QMC обладает рядом таких особенностей как сто­
хастический шум, большое время расчета, требовательность к ресурсам и по­
лучение корреляционных функций исключительно на мнимых временах. Пре­
имуществом QMC является учет бесконечного числа степеней свободы, и, как
следствие, обработка непрерывных энергетических спектров. Зачастую при изу­
чении материалов оценивается не конкретное состояние при заданных парамет­
рах взаимодействий, а граница перехода между фазовыми состояниями. Незна­
чительный шум может затруднять согласование и корректное определение пе­
рехода. В том и другом случаях в определенный момент использование QMC
становится слишком ресурсоемким. Перспективу для решения этой проблемы
открывает метод точной диагонализации (ED) [106; 122], позволяющий полу­
чать корреляционные функции, свободные от стохастического шума. Кроме то­
го, при низких температурах существует возможность ограничить спектр учи­
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тываемых собственных значений и использовать только низкоэнергетические
возбуждения (алгоритм Ланцоша [123]), что сильно сокращает продолжитель­
ность расчета. Эти особенности были использованы при разработке численной
схемы для решения уравнений расширенной теории динамического среднего
поля на основе метода точной диагонализации, представленной в данной главе.

Результаты, полученные методом CTQMC, выполнены Фридрихом Кри­
ном (университет Гамбурга, Германия) с использованием двух схем: для слу­
чая расширенной модели Хаббарда с учетом зарядовых взаимодействий был
использован код, реализованный в открытой библиотеке [121], с учетом обмен­
ных взаимодействий - численная схема, описанная в работе [124].

2.1 Применение метода точной диагонализации в рамках
расширенной теории динамического среднего поля

Схема решения уравнений DMFT, основанная на методе точной диагона­
лизации, и подробное описание процедуры построения фермионного гильбер­
това пространства представлены в работе [108] и в упрощенном виде - в ча­
сти 1.2.4. Поэтому в данном разделе особое внимание уделено рассмотрению
особенностей описания бозонного резервуара в эффективной примесной моде­
ли, описываемой следующим гамильтонианом:

𝐻imp =
∑︁
𝜎

𝜀0𝑑
†
𝜎𝑑𝜎 + 𝑈𝑛0↑𝑛0↓⏟  ⏞  
примесь

+
∑︁
𝑘𝜎

(𝒱𝑘𝑑
†
𝜎𝑓𝑘𝜎 + ℎ.𝑐.) +

∑︁
𝑘,𝜎

𝜀𝑘𝑓
†
𝑘𝜎𝑓𝑘𝜎⏟  ⏞  

фермионный резервуар

+

+
∑︁
𝑝

Ω𝑝𝑏
†
𝑝𝑏𝑝 +

∑︁
𝑝

𝒲𝑝O(𝑏†𝑝 + 𝑏𝑝)⏟  ⏞  
бозонный резервуар

, (2.1)

где первые четыре слагаемых соответствуют эффективной примесной модели
Андресона, представленной в части 1.2.1 уравнением (1.12). В формуле (2.1)
используются следующие обозначения: 𝑘 - индекс орбитали в фермионном ре­
зервуаре; 𝜀0 и 𝜀𝑘 являются энергетическими уровнями примеси и фермионного
резервуара соответственно; 𝑑†𝜎(𝑑𝜎) определяют оператор рождения (уничтоже­
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ния) фермиона со спином 𝜎 на примеси; 𝑓 †𝑘𝜎(𝑓𝑘𝜎) – аналогичные операторы
фермионного резервуара; 𝑛0𝜎 = 𝑑†𝜎𝑑𝜎 – оператор числа частиц на примесном
уровне; 𝒱𝑘 – параметр гибридизации примеси с 𝑘-ой орбиталью в фермионном
резервуаре. Последние два слагаемых гамильтониана (2.1) описывают бозонный
резервуар, где 𝑏†𝑝(𝑏𝑝) - оператор рождения (уничтожения) бозона с энергией (ча­
стотой) Ω𝑝 на энергетическом уровне 𝑝. 𝒲𝑝 описывает взаимодействие между
бозонным уровнем и орбиталью примеси. Оператор O =

(︀
𝑛̄0, 𝑆

𝑧, 𝑆𝑥, 𝑆𝑦
)︀
, где

𝑛̄0 =
∑︀

𝜎(𝑛0𝜎 − ⟨𝑛0𝜎⟩), 𝑆𝜈 = 𝑆𝜈 − ⟨𝑆𝜈⟩, 𝑆𝜈 =
∑︀

𝛼𝛼′(𝑑†𝛼𝜎
𝜈
𝛼,𝛼′𝑑𝛼′) (в данном случае

𝛼 и 𝛼′ - спиновые индексы, символом 𝜎𝜈 обозначены матрицы Паули). Чтобы
сделать гамильтониан конечным, количество уровней в бозонном резервуаре и
их заселенности должны быть ограничены.

2.1.1 Дискретное представление бозонного резервуара
эффективной примесной модели

Первоначально необходимо построить гильбертово пространство модели,
представленной уравнением (2.1). Как было сказано ранее, бозонный резервуар
аппроксимируется дискретным набором из P энергетических уровней. Кроме
ограничения количества уровней, необходимо определить максимальное число
бозонов 𝑁𝑝, которые могут находиться на каждом из них. В результате, число
заполнения 𝑛𝑏𝑝 бозонов на каждом эффективном уровне в резервуаре составля­
ет 0 6 𝑛𝑏𝑝 6 𝑁𝑝. Заселенность орбитали с индексом 𝑘 в фермионном резервуаре,
состоящем из 𝐾 уровней, обозначена 𝑛𝑓𝑘 и принимает значения 1 или 0. Засе­
ленность примесной орбитали обозначена 𝑛0. Согласно данным определениям,
состояние эффективной примесной модели в базисе чисел заполнения может
быть записано следующим образом:

|𝜓⟩ = |𝑛𝑏1, 𝑛𝑏2, . . . , 𝑛𝑏𝑝,...⟩⏟  ⏞  
бозонная часть

⊗ |𝑛↑0, 𝑛
↑
𝑓1, . . . , 𝑛

↑
𝑓𝑘 . . . , 𝑛

↓
0, 𝑛

↓
𝑓1, . . . , 𝑛

↓
𝑓𝑘, . . .⟩⏟  ⏞  

фермионная часть

. (2.2)

Матрица гамильтониана примесной модели является эрмитовой размер­
ности 𝑛 × 𝑛. Для ее диагонализации используется метод Ланцоша [123]. Это
итеративный алгоритм, в результате выполнения которого мы получаем трех­
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диагональную матрицу коэффициентов 𝑇 размерности 𝑘×𝑘, где 𝑘 - количество
произведенных итераций. Для удобства можно выбрать 𝑘 = 𝑛.

Алгоритм 1 Алгоритм Ланцоша
1: На начальном этапе выбирается произвольный вектор r = q0 и параметр
𝛽0 = ||q0||.

2: if сходимость не достигнута then
3: q𝑗 =

r
𝛽𝑗−1

4: r = 𝐻q𝑗

5: r = r− q𝑗−1𝛽𝑗−1

6: 𝛼𝑗 = q𝑇
𝑗 r

7: r = r− q𝑗𝛼𝑗

8: 𝛽𝑗 = ||r||
9: end if

10: Векторы Ланцоша q𝑗 образуют ортонормированный базис и входят в со­
став ортонормированной матрицы 𝑄 = [q1, ...,q𝑘]. Матрица гамильтониа­
на 𝐻 может быть приведена к трехдиагональной матрице 𝑇 с помощью
преобразования: 𝑄𝑇𝐻𝑄 = 𝑇 , где матрица 𝑇 имеет вид, представленный в
уравнении (2.3).

11: На каждой итерации находятся собственные значения и собственные векто­
ры матрицы 𝑇 .

𝑇𝑘 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼1 𝛽1 0 . . . . . . . . . 0

𝛽1 𝛼2 𝛽2 0 . . . . . . 0

0 𝛽2 𝛼3 𝛽3 0 . . .
...

... 0 . . . . . . . . . . . .
...

... . . . . . . . . . . . . . . .
...

... . . . . . . . . . . . . . . . 𝛽𝑘−1

... . . . . . . . . . . . . 𝛽𝑘−1 𝛼𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(2.3)

Ecли 𝛽𝑘−1 = 0, то, используя простой QR-метод [125—127], можно диа­
гонализовать матрицу 𝑇𝑘: (𝑇𝑘 = 𝑆𝑘𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1, ..., 𝜆𝑘)𝑆

𝑇
𝑘 ) и найти ее собственные

векторы и собственные значения. Собственные значения матрицы 𝐻 приблизи­
тельно равны собственным значениям 𝜆𝑗 матрицы 𝑇𝑘, а ее собственные векторы
записываются в столбцах матрицы 𝑌 :

𝑌 = 𝑄𝑘𝑆𝑘, (2.4)
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где 𝑆𝑘 - ортонормированная матрица собственных векторов матрицы 𝑇𝑘. Здесь
и далее индекс 𝑘 в случае матриц указывает на размерность.

Ecли 𝛽𝑘−1 ̸= 0, то 𝑇𝑘 = 𝑆𝑘𝑑𝑖𝑎𝑔(Θ1, ...,Θ
𝑇
𝑘 )𝑆

𝑇
𝑘 , где собственные значения

Θ𝑗 → 𝜆𝑗 при 𝛽𝑘−1 → 0. В этом случае критерием сходимости является выра­
жение |𝛽𝑘| |𝑆𝑘𝑗| < 𝜀, где 𝜀 должно принимать малое значение для реализации
хорошего приближения.

Метод Ланцоша может применяться в два этапа. На первом этапе - с неяв­
ной схемой перезапуска [128]. Сначала определяются основные состояния |Ψ0⟩
внутри каждого блока матрицы гамильтониана 𝐻 в линейном пространстве
|𝑞0⟩ , 𝐻 |𝑞0⟩ , ..., 𝐻𝑛𝐿 |𝑞0⟩. Начальный вектор следует взять в виде |𝑞0⟩ = 𝑐† |𝑔.𝑠.⟩,
где g.s. - основное состояние гамильтониана. Преимуществом данного алгорит­
ма является то, что небольшое количество векторов позволяет вычислить соб­
ственные векторы и собственное значение основного состояния [48]. Также необ­
ходимо учитывать возможность вырождения, когда несколько блоков имеют
одинаковые собственные значения основного состояния.

На втором этапе, используя алгоритм Ланцоша, можно найти функцию
Грина при нулевой температуре, записывая ее в виде суммы частичной (𝜔 > 0)

и дырочной (𝜔 < 0) функций Грина:

𝑔(𝜔) = 𝑔𝑝(𝜔) + 𝑔ℎ(𝜔), (2.5)

где

𝑔𝑝(𝜔) =

⟨︀
𝑔.𝑠.

⃒⃒
𝑐𝑐†
⃒⃒
𝑔.𝑠.
⟩︀

𝜔 − 𝛼𝑝
0 −

𝛽𝑝
1
2

𝜔 − 𝛼𝑝
1 −

𝛽𝑝
2
2

𝜔 − 𝛼𝑝
2 − . . .

, (2.6)

𝑔ℎ(𝜔) =

⟨︀
𝑔.𝑠.

⃒⃒
𝑐†𝑐
⃒⃒
𝑔.𝑠.
⟩︀

𝜔 − 𝛼ℎ
0 −

𝛽ℎ
1
2

𝜔 − 𝛼ℎ
1 −

𝛽ℎ
2
2

𝜔 − 𝛼ℎ
2 − . . .

. (2.7)
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Коэффициенты 𝛼 и 𝛽 могут быть найдены следующим образом:

𝛼
𝑝(ℎ)
𝑖 =

⟨
𝑞
𝑝(ℎ)
𝑖 |𝐻| 𝑞𝑝(ℎ)𝑖

⟩
, (2.8)

𝛽
𝑝(ℎ)
𝑖

2
=

⟨
𝑞
𝑝(ℎ)
𝑖 |𝑞𝑝(ℎ)𝑖

⟩
⟨
𝑞
𝑝(ℎ)
𝑖−1 |𝑞

𝑝(ℎ)
𝑖−1

⟩ , (2.9)

|𝑞𝑖+1⟩ = 𝐻|𝑞𝑝(ℎ)𝑖 ⟩ − 𝛼
𝑝(ℎ)
𝑖 |𝑞𝑝(ℎ)𝑖 ⟩ − 𝛽

𝑝(ℎ)
𝑖

2
|𝑞𝑝(ℎ)𝑖 ⟩, (2.10)

где 𝑞𝑝0 = 𝑐† |𝑔.𝑠.⟩, 𝑞ℎ0 = 𝑐 |𝑔.𝑠.⟩.
Недостатком данного метода является потеря ортогонализации векторов

Ланцоша в процессе диагонализации, в результате чего на каждом шаге требует­
ся проводить их реортогонализацию [129]. С другой стороны, как упоминалось
выше, время расчета сокращается, поскольку при построении корреляционных
функций используется ограниченное количество cобственных значений, соот­
ветствующих низкоэнергетическим возбуждениям. Вклад каждого собственно­
го значения определяется согласно рассчитываемому значению больцман-фак­
тора.

Для общего числа эффективных уровней 𝑃 базис бозонных состояний
имеет размерность (𝑁1 + 1)(𝑁2 + 1) · · · (𝑁𝑃 + 1). Для 𝐾 уровней в фермион­
ном резервуаре и одного уровня на примеси с учетом спина размерность фер­
мионного базиса составляет (2 · 2𝐾)2. Таким образом, размер усеченного га­
мильтониана эффективной примесной модели (2.1) может быть рассчитан как
[22𝐾+2(𝑁1 + 1)(𝑁2 + 1) · · · (𝑁𝑃 + 1)]2.

Благодаря сохранению числа частиц и спина гамильтониан имеет блоч­
ную структуру. Размер наибольшего блока вычисляется по формуле [(𝐾 +

1)!(𝐾+1
2 )!−2]2[(𝑁1+1)(𝑁2+1) · · · (𝑁𝑃+1)]2 [108]. Для сравнения, при параметрах

𝐾 = 7, 𝑃 = 3 и 𝑁𝑝 = 7 количество элементов в наибольшем блоке составляет
∼ 2.5× 106, для записи и хранения которых необходимо порядка ∼ 1 - 1.5 Gb.
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2.1.2 Особенности вычисления корреляционных функций для
эффективной примесной модели

После диагонализации матрицы гамильтониана (2.1), имея набор собствен­
ных векторов |𝑙⟩ и собственных значений 𝐸𝑙, одночастичная функция Грина
при конечной температуре может быть рассчитана при помощи леманновского
представления как

𝑔𝜎(𝑖𝜔𝑚) =
1

𝒵
∑︁
𝑙𝑙′

| ⟨𝑙′| 𝑑†𝜎 |𝑙⟩ |2

𝑖𝜔𝑚 + 𝐸𝑙 − 𝐸𝑙′

(︀
𝑒−𝛽𝐸𝑙 + 𝑒−𝛽𝐸𝑙′

)︀
, (2.11)

где 𝒵 =
∑︀

𝑙 𝑒
−𝛽𝐸𝑙 - статистическая сумма. Аналогично могут быть получены

зарядовая и магнитная двучастичные функции Грина (восприимчивости):

𝑋𝑁𝑁(𝑖𝜈𝑚) = − 1

𝒵
∑︁
𝑙𝑙′

|⟨𝑙′| 𝑛̄0 |𝑙⟩|2

𝑖𝜈𝑚 + 𝐸𝑙 − 𝐸𝑙′

(︀
𝑒−𝛽𝐸𝑙 − 𝑒−𝛽𝐸𝑙′

)︀
,

𝑋𝑀𝑀(𝑖𝜈𝑚) = − 1

𝒵
∑︁
𝑙𝑙′

⃒⃒
⟨𝑙′|𝑆 |𝑙⟩

⃒⃒2
𝑖𝜈𝑚 + 𝐸𝑙 − 𝐸𝑙′

(︀
𝑒−𝛽𝐸𝑙 − 𝑒−𝛽𝐸𝑙′

)︀
. (2.12)

Согласно формулам (2.11) и (2.12), при низких температурах вклад возбужден­
ных состояний с бо́льшей энергией уменьшается. Схема решения, предложенная
в данной работе, основывается на использовании низкоэнергетической части
спектра собственных значений, о чем речь пойдет ниже. Энергия бозонного со­
стояния Ω𝑝 является положительной величиной, а конфигурациям резервуара с
большим числом бозонов соответствуют состояния с бо́льшими энергиями. Та­
ким образом, поскольку рассматриваются только низкоэнергетические возбуж­
дения, рассматриваемое количество бозонов в системе может быть ограничено
некоторым числом сверху.
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2.1.3 Ограничение заселенности бозонного резервуара в
эффективной примесной модели

Как было сказано выше, усечение гильбертова пространства производится
посредством ограничения бозонной заселенности 𝑁𝑝 на энергетическом уровне
𝑝 с энергией Ω𝑝. Для оценки качества аппроксимации бозонного резервуара
были рассчитано вероятностное распределение среднего числа бозонов на одном
эффективном уровне резервуара.

⟨𝑁⟩ = 1

𝒵𝑃
∑︁
𝑙

𝑃∑︁
𝑝=1

⟨𝑙
⃒⃒
𝑏†𝑝𝑏𝑝

⃒⃒
𝑙⟩𝑒−𝛽𝐸𝑙, (2.13)

здесь где |𝑙⟩ является собственным состоянием примесного гамильтониана, 𝒵
- статистическая сумма, 𝑃 - общее число эффективных уровней в бозонном
резервуаре. Поскольку количество бозонов на уровне является параметром в
расчетной схеме, ниже рассматриваются вклады для определенных задаваемых
значений от 0 до 6, обозначенных 𝑖. Здесь также происходит селекция собствен­
ных векторов, таким образом, что среднее количество частиц на уровне равно 𝑖.

⟨𝑁𝑖⟩ =
1

𝒵𝑃
∑︁
𝑙𝑖

𝑃∑︁
𝑝=1

⟨𝑙𝑖|𝑏†𝑝𝑏𝑝|𝑙𝑖⟩𝑒−𝛽𝐸𝑙𝑖 , (2.14)

Полученный результат для самосогласованного расчета расширенной модели
Хаббарда с использованием эффективной примесной модели, в которой рас­
сматривались 𝑃 = 3 уровня в бозонном, 𝐾 = 5 орбитали в фермионном резер­
вуарах и одна орбиталь примеси, представлен на рисунке 2.1 для параметров
взаимодействий, соответствующим нескольким корреляционным режимам, ко­
торые будут описаны далее.

Было выявлено, что собственные состояния, соответствующие наимень­
шим собственным энергиям, характеризуются малым числом бозонов на каж­
дом уровне. Данный факт может быть объяснен тем, что каждый дополнитель­
ный бозон увеличивает энергию приблизительно на значение Ω𝑝, что вводит
термическое усреднение с дополнительным фактором ∼ 𝑒−𝛽Ω𝑝.



41

Рисунок 2.1 — Вероятностное распределение < 𝑁𝑖 > / < 𝑁 > для конфигурации бозонного
резервуара со средним числом бозонов 𝑖. Полученные зависимости соответствуют

экспоненциальному распределению. Величины параметров взаимодействий приведены в эВ.

Если среднее число бозонов в собственном состоянии с малой энергией
является обычно малым при рассматриваемых температурах, то в случае ди­
намической корреляционной функции ситуация обратна. Существование мат­
ричного элемента ⟨𝑙′|𝑏†𝑏|𝑙⟩ в леманновском представлении приводит к тому, что
в конечную спектральную функцию могут вносить вклады состояния с боль­
шими бозонными заселенностями, соответствующие большим энергиям. Стоит
подчеркнуть, что при высоких температурах можно ожидать, что расчет на ба­
зе ED становится неосуществимым вследствие большой бозонной заселенности
⟨𝑏†𝑝𝑏𝑝⟩ ∼ [𝑒𝛽Ω𝑝 − 1]−1, которая, в свою очередь, требует увеличения максималь­
ной заселенности 𝑁𝑝. Таким образом, необходимо с осторожностью подходить к
расчетам при большой температуре, но на практике предполагаемые проблемы
выявлены не были.

После определения структуры резервуаров в эффективной примесной мо­
дели, необходимо перейти к построению цикла самосогласования в расширенной
теории динамического среднего поля.

2.2 Анализ дискретизации фермионного и бозонного резервуаров
при решении эффективной примесной модели

В данной части работы проанализирована корректность приближений дис­
кретизации фермионного и бозонного резервуаров при решении эффективной
примесной модели методом точной диагонализации. Для этого предварительно
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производилось решение расширенной модели Хаббарда при помощи расширен­
ной теории динамического среднего поля на основе метода QMC. После полу­
чения самосогласованного решения выполнялась параметризация гибридизаци­
онных функций фермионного (1.29) и бозонного (1.30) резервуаров. Получен­
ные параметры гибридизации далее использовались при решении эффектив­
ной примесной задачи методом точной диагонализации. Расчеты выполнялись
независимо для двух видов бозонного резервуара: при описании нелокального
кулоновского и обменного взаимодействия в расширенной модели Хаббарда.

2.2.1 Решение эффективной примесной модели для учета
нелокального кулоновского взаимодействия

В данном разделе оцениваются эффекты, возникающие вследствие дискре­
тизации резервуаров и ограничении гильбертова пространства в разработанной
расчетной схеме. В гамильтониан эффективной примесной модели (2.1) входит
слагаемое с оператором O, которое описывает флуктуации зарядовой плотно­
сти и записывается в следующем виде:

O = 𝑛̄0 =
∑︁
𝜎

(𝑛0𝜎 − ⟨𝑛0𝜎⟩). (2.15)

При проведении расчетов, во-первых, необходимо ограничить параметр 𝐾 фер­
мионных энергетических уровней 𝜀𝑘. В данном случае рассматривается схема,
аналогичная применяемой при решении уравнений DMFT (схема 1.4). Вслед­
ствие того, что вблизи от фазового перехода система характеризуется возбуж­
дениями различных масштабов энергии, фермионный резервуар должен со­
держать дополнительные эффективные уровни, представляющие разные части
электронного спектра, из-за чего использование метода точной диагонализации
становится более ресурсоемким [106]. На практике было использовано конечное
число орбиталей в фермионном резервуаре 𝐾 = 7. Вследствие большого разме­
ра гильбертова пространства системы, где также участвуют бозонные степени
свободы, 𝐾 = 10 является предельным для расчетов в настоящее время.
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Во-вторых, число 𝑃 уровней энергии бозонного резервуара Ω𝑝 также было
ограничено. Поскольку изначально их необходимое и достаточное количество
не было известно, уравнения EDMFT были численно решены для 𝑃 = 1, 2, 3
в нескольких корреляционных режимах (точки выделены на фазовой диаграм­
ме 3.1 и обозначены римскими символами I-IV в данной секции, обсуждение
самой диаграммы будет представлено далее):

– слабых корреляций – (ферми-жидкость, I) с малыми значениями 𝑈 =

1.0 эВ и 𝑉 = 0.15 эВ;
– средних корреляций – (коррелированный металл, II и III) при средних
𝑈 = 2.0 эВ, 𝑈 = 2.4 эВ и малых 𝑉 = 0.5 эВ;

– сильных корреляций – (изолятор Мотта, IV) при значениях 𝑈 = 2.7 эВ
и 𝑉 = 0.8 эВ, близких к фазовому переходу ферми-жидкость – изолятор
Мотта.

На графиках 2.2 и 2.3 изображены локальные корреляционные функции
на мацубаровских частотах. Результаты расчетов мтодом ED представлены тре­
угольниками и квадратами для 𝑃 = 1, 2 и 3 уровней в бозонном резервуаре;
результаты, полученные методом QMC – в виде окружностей. На вставках до­
полнительно изображены кривые для наименьших мацубаровких частот 𝜔0 и
𝜈0, радиус окружности соответствует статистической ошибке метода QMC для
каждого расчета.

Согласно рисунку 2.2 в режимах слабых и средних корреляций при уве­
личении количества уровней 𝑃 в бозонном резервуаре наблюдается очевидное
согласие кривых ED и QMC. На вставках графиков в левой и правой частях ри­
сунка 2.2 видно, что при 𝑃 = 3 обе функции Грина очень близко к результатам
QMC. Также на верхней части рисунка 2.3, показано, что как в режиме силь­
но коррелированного металла (III), так и в режиме изолятора (IV) количество
𝑃 = 2 энергетических уровней является достаточным для достижения практи­
чески полного совпадения зависимостей, полученных разными методами.

Таким образом, увеличение количества бозонных уровней с 𝑃 = 1 до 2

приводит к хорошему согласию корреляционных функций, полученных метода­
ми QMC и ED, 𝑃 = 3 бозонных уровней в большинстве случаев не требуется.
Это также можно видеть из таблицы 2.1, где представлены параметры бозонно­
го резервуара при расчете методом точной диагонализации. При 𝑃 = 3 констан­
та взаимодействия 𝒲3, соответствующая наименьшей энергии Ω3, становится
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очень малой. Поэтому вклад отношения ∼ 𝒲2
3/Ω3 данного бозонного уровня в

бозонную функцию гибридизации Λ(𝑖𝜈𝑛) становится малым и количество уров­
ней 𝑃 = 2 является достаточным. С другой стороны, как будет описано ниже,
наличие по крайней мере одной низкоэнергетической моды Ω𝑝 важно в режи­
мах с широким спектром зарядовых возбуждений, поэтому одного бозонного
уровня недостаточно. Необходимо подчеркнуть, что при увеличении числа бо­
зонных энергетических уровней не должно приводить к идеальному совпаде­
нию с QMC результатами, так как итоговая точность ED расчета ограничена
определенным количеством энергетических уровней фермионного резервуара
𝐾 = 7.

Отличительный признак метода ED заключается в возможности постро­
ения спектральных функций на действительных частотах, не применяя ана­
литическое продолжение, что необходимо делать в случае метода QMC. Таким
примером является плотность состояний (density of states, DOS), которая может
быть получена из локальной решеточной 𝐺𝑙𝑜𝑐(𝜔+ 𝑖𝛿) либо примесной 𝐺(𝜔+ 𝑖𝛿)

функций Грина, где 𝛿 - температурное размытие. В зависимости от использо­
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Рисунок 2.2 — Решение эффективной примесной модели методами ED и CTQMC в
режимах слабых (сверху) и средних (снизу) корреляций. Расчеты проводились при

величине обратной температуры 𝛽 = 100 эВ −1. Все величины приведены в единицах эВ.
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ванной функции (в методе ED) график плотности состояний будет отличаться
вследствие дискретизации фермионного резервуара. Однако, только локальная
решеточная функция Грина

𝐺𝑙𝑜𝑐(𝜔 + 𝑖𝛿) =
1

𝑁

∑︁
k

[𝜔 + 𝑖𝛿 + 𝜇− 𝑡(k)− Σ(𝜔 + 𝑖𝛿)]−1 (2.16)

имеет невзаимодействующую систему как точный предел, то есть при значении
собственно-энергетической части Σ → 0, чего не происходит в случае примесной
функции

𝐺(𝜔 + 𝑖𝛿) = [𝜔 + 𝑖𝛿 + 𝜇−Δ(𝜔 + 𝑖𝛿)− Σ(𝜔 + 𝑖𝛿)]−1 , (2.17)

которая страдает от артефактов, привносимых дискретизацией гибридизацион­
ной функции Δ(𝑖𝜔) даже при Δ(𝑖𝜔) → 0 .

На рисунке 2.4 показана плотность состояний DOS(𝜔) = − 1
𝜋 Im𝐺𝑙𝑜𝑐(𝜔 +

𝑖 𝜋
2𝛽 )/𝜋, полученная при расчете методом ED при разных параметрах, описан­

ных выше. Необходимо отметить, что ED результаты были рассчитаны с 𝐾 = 7
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Рисунок 2.3 — Решение эффективной примесной модели методами ED и CTQMC в
режимах средних (сверху) и сильных (снизу) корреляций. Расчеты проводились при

величине обратной температуры 𝛽 = 100 эВ −1. Все величины приведены в единицах эВ.
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Таблица 2.1 — Энергии Ω𝑝 и константы взаимодействия 𝒲𝑝 с различным числом 𝑃 = 1,2,3
уровней бозонного резервуара. Римские числа обозначают индексы точек, обозначенных со­
ответственно на фазовой диаграмме, изображенной на рисунке. 3.1. Параметры резервуара
Ω𝑝 и 𝒲𝑝 определяются из уравнения (1.23). Все величины приведены в единицах эВ.

𝑃 = 1 𝑃 = 2 𝑃 = 3
𝑝 1 1 2 1 2 3

I U = 1 Ω𝑝 0.857 1.103 0.222 1.275 0.459 0.067
V = 0.15 𝒲𝑝 0.165 0.161 0.0525 0.149 0.082 0.019

II U = 2 Ω𝑝 1.126 1.462 0.447 1.704 0.717 0.107
V = 0.5 𝒲𝑝 0.407 0.385 0.158 0.342 0.238 0.038

III U = 2.4 Ω𝑝 1.464 1.900 0.697 2.117 0.930 0.127
V = 0.5 𝒲𝑝 0.298 0.277 0.128 0.253 0.171 0.019

IV U = 2.7 Ω𝑝 2.263 2.709 1.421 3.098 1.946 0.979
V = 0.8 𝒲𝑝 0.319 0.290 0.144 0.229 0.222 0.057

фермионными и 𝑃 = 3 бозонными уровнями в резервуарах. Графики плотности
состояний, соответствующие QMC расчету, были получены методом максиму­

Рисунок 2.4 — Плотность состояний −Im𝐺𝑙𝑜𝑐(𝜔 + 𝑖 𝜋
2𝛽
)/𝜋, полученная при помощи ED

(сплошная линия) и QMC с иcпользованием метода максимума энтропии (пунктирная
линия). Расчеты проводились при величине обратной температуры 𝛽 = 100 эВ−1. Значения
𝑈 и 𝑉 соответствуют точкам I-IV на фазовой диаграмме, изображенной на рисунке 3.1. Все

величины приведены в единицах эВ, плотность состояний - в форм. ед. / эВ.
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ма энтропии [130]. Чтобы достичь хорошего согласия спектральных функций в
области уровня Ферми, при расчетах методом ED было выбрано температурное
размытие 𝛿 = 𝜋

2𝛽 . Стоит отметить, что в случае ED множество пиков обуслов­
лено дискретизацией фермионного резервуара, которые малы только там, где
мала собственно-энергетическая часть Σ, что было описано ранее. В случае
применения QMC и построения плотности состояний при помощи метода мак­
симума энтропии возможно возникновение проблем в определении плазмонных
сателитов, как это ранее было показано в работах [131; 132].

2.2.2 Решение эффективной примесной модели для учета
нелокального обменного взаимодействия

Ниже представлены результаты расчетов, в которых показано влияние
дискретизации фермионного и бозонного резервуаров в эффективной примес­
ной модели, представленной уравнением (2.1), при рассмотрении спиновых
флуктуаций на эффективной орбитали примеси. В этом случае оператор O

записывается в виде
O = S =

1

2

∑︁
𝛼𝛼′

(𝑑†𝛼𝜎𝛼,𝛼′𝑑𝛼′), (2.18)

где 𝜎𝛼,𝛼′ - матрицы Паули, 𝛼,𝛼′ - индекс спина. Дискретизация бозонного резер­
вуара в данном случае основывается на использовании эффективных уровней,
связанных с разными компонентами оператора S на примеси, которые имеют
одинаковую энергию Ω и параметр гибридизации 𝒲 . В данной модели бозон­
ный резервуар описывает спиновые флуктуации на примесной орбитали, кото­
рые возникают как следствие влияния окружающих спинов на спин орбитали
выделенного узла в решеточной модели. Изначально необходимое количество
уровней также было неизвестно, поэтому вычисления проводились из расчета 1
или 2 уровня на каждую компоненту. Максимальное общее количество эффек­
тивных уровней, с которым проводились расчеты, составляло 6.

По аналогии с пунктом 2.2.1 для применения метода ED, во-первых, необ­
ходимо определить количество 𝐾 фермионных энергетических орбиталей. Для
текущих расчетов рассматривалось конечное число орбиталей 𝐾 = 3, 4 и 5.
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Наилучшее совпадение с фермионной гибридизационной функцией, полученной
методом QMC, достигалось при 𝐾 = 4. Предельными значениями для расчетов
являлись 𝐾 = 5 при 𝑃 = 3 и 𝐾 = 3 при 𝑃 = 6, поскольку при увеличении
количества фермионных орбиталей 𝐾 размерность Гильбертова пространства
растет быстрее, чем при увеличении количества бозонных уровней 𝑃 .

Во-вторых, вследствие ограниченности размера рассматриваемой задачи
необходимо определить максимальную бозонную заселенность 𝑁𝑝. Для резуль­
татов, представленных ниже, значение параметра 𝑁𝑝 также принималось рав­
ным 7. Дополнительно численно было получено, что уменьшение максимальной
заселенности до 𝑁𝑝 = 3 приводит к изменению значений одночастичной и дву­
частичной функций Грина в нулевой мацубаровской частоте на 0.1%. Увеличе­
ние максимальной заселенности до значений 𝑁𝑝 = 15 и 𝑁𝑝 = 63 не привносит
изменений в значения корреляционных функций.

В-третьих, как упоминалось выше, количество эффективных уровней в
бозонном резервуаре принималось 𝑃 = 3 и 𝑃 = 6. Было показано и объясне­
но, что во всех корреляционных режимах достаточно использовать 𝑃 = 3, то
есть один эффективный укровень на каждую компоненту оператора спина на
примеси.

Ниже представлены результаты, соответствующие следующим режимам
локальных корреляций и параметрам обменного взаимодействия с ближайшими
соседями в пределах первой координационной сферы 𝐽 :

– слабые корреляции при значении 𝑈 = 1.0 эВ и наибольшей в данных
расчетах величине 𝐽 = 0.05 эВ;

– средние корреляции (коррелированный металл) при 𝑈 = 2.0 эВ в непо­
средственной близости от фазового перехода и меньшем, относительно
предыдущего режима, 𝐽 = 0.03 эВ;

– сильные корреляции (изолятор) при 𝑈 = 2.4 эВ также вблизи фазового
перехода и наименьшей в данных расчетах величине 𝐽 = 0.01 эВ;

– сильные корреляции (изолятор) при наибольших значениях 𝑈 = 2.7 эВ
и 𝐽 = 0.01 эВ.

Для указанных наборов параметров были проведены расчеты с использо­
ванием разработанной численной схемы решения уравнений расширенной тео­
рии динамического среднего поля. На рисунках 2.5 и 2.6 представлены при­
месные одночастичные и двучастичные корреляционные функции на мацуба­



49

ровских частотах. Результаты ED представлены треугольниками и ромбами
для различных конфигураций резервуаров. Данные, полученные методом QMC,
представлены в виде окружностей, статистическая ошибка не рассчитывалась.
Согласно графикам, во всех режимах локальных корреляций, как в металличе­
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Рисунок 2.5 — Решение эффективной примесной задачи методами ED и QMC в режимах
слабых (сверху) и умеренных (снизу) корреляций. Расчеты проводились при величине

обратной температуры 𝛽 = 10 эВ −1. Все величины приведены в единицах эВ.

ской фазе, так и в фазе изолятора, лучшая согласованность кривых ED c резуль­
татами QMC наблюдается при увеличении числа фермионных орбиталей. Уве­
личение числа бозонных уровней дает слабый эффект, кривые с одинаковым па­
раметром 𝐾 и разным параметром 𝑃 лежат в непосредственной близости друг
от друга. На рисунке 2.5 в нижней части можно видеть, что для параметров
локального кулоновского взаимодействия 𝑈 = 2.0 эВ и нелокального обменного
взаимодействия 𝐽 = 0.03 эВ в случае QMC расчета 𝐼𝑚𝐺𝑙𝑜𝑐(𝑖𝜔0) ≈ 𝐼𝑚𝐺𝑙𝑜𝑐(𝑖𝜔1),
что соответствует фазовому переходу из металлической фазы в изоляторную.
Расчет в данной области возможен, однако, при непосредственном приближе­
нии к самой границе, расчетная схема становится нестабильна, самосогласован­
ность достигается при крайне большом количестве итераций. Разница между
результатами QMC и ED становится тем больше, чем ближе к границе фазово­
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го перехода выбраны параметры расчета. Этим объясняется бо́льшая разница
между кривыми 𝐼𝑚𝐺𝑙𝑜𝑐(𝑖𝜔𝑚) на рисунке 2.5 для состояния 𝐼𝐼, по сравнению
с графиками для других параметров. По той же самой причине можно наблю­
дать разницу между ED и QMC результатами для кривых восприимчивости
𝑅𝑒𝑋𝑙𝑜𝑐(𝑖𝜈𝑚) для этого состояния.
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Рисунок 2.6 — Решение эффективной примесной задачи методами ED и QMC в режимах
умеренных (сверху) и сильных (снизу) корреляций. Расчеты проводились при величине

обратной температуры 𝛽 = 10 эВ −1. Все величины приведены в единицах эВ.

В общем случае увеличение количества фермионных орбиталей в резерву­
аре приводит к лучшему согласию результатов ED и QMC. При использовании
нечетного их количества более устойчивым становится металлическое решение.
В случае описания центрального пика двумя близкими энергетическими уров­
нями, при переходе в режим изолятора его расщепление на две части для после­
дующего формирования хаббардовских зон происходит за меньшее количество
итераций.

Cогласно уравнению (1.30), в нулевой частоте 𝑖𝜈0 = 0 значение бозонной
гибридизационной функции пропорционально отношению:

Λ(𝑖𝜈0) ≈ −
∑︁
𝑝

2|𝒲𝑝|2

Ω𝑝
. (2.19)
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В случае 𝑃 = 6 дополнительные уровни приобретают бо́льшую энергию Ω𝑝 при
малом параметре 𝒲𝑝, таким образом, значение дроби 𝒲2

𝑝

Ω𝑝
становится малым. В

таблице 2.2 приведены значения параметров бозонного резервуара для расче­
тов, представленных выше, и можно видеть, что значение параметра 𝒲𝑝 на 2-3
порядка меньше значения Ω𝑝. Таким образом, вклад дополнительных уровней
не существенен, и трех эффективных бозонных уровней в примесной модели
достаточно для описания обменного взаимодействия. На рисунке 2.7 наглядно
продемонстрирован вклад каждого уровня в общий вид функции гибридизации,
где видно, что уровень с бо́льшим значением энергии Ω𝑝 вносит меньший вклад.

Таблица 2.2 — Энергии Ω𝑝 и константы взаимодействия 𝒲𝑝 с различным количеством эф­
фективных бозонных эффективных уровней на каждую проекцию в спиновом пространстве.
Римские числа обозначают порядковые номера представленных выше расчетов. Все величи­
ны приведены в единицах эВ.

𝑝 1− 3 1− 3 4− 6
I U = 1.0 Ω𝑝 0.289 1.138 0.208

J = 0.05 𝒲𝑝 0.046 0.028 0.037
II U = 2.0 Ω𝑝 0.157 1.496 0.132

J = 0.03 𝒲𝑝 0.027 0.011 0.024
III U = 2.4 Ω𝑝 0.081 1.878 0.060

J = 0.01 𝒲𝑝 0.007 0.003 0.006
IV U = 2.7 Ω𝑝 0.067 2.203 0.054

J = 0.01 𝒲𝑝 0.006 0.002 0.006

2.3 Цикл самосогласования в расширенной теории динамического
среднего поля на основе метода точной диагонализации

Как упоминалось ранее в разделе 1.2.1, самосогласование в теории дина­
мического среднего поля может быть реализовано двумя способами: в первом
пересчитывается собственно-энергетическая часть Σ(𝑖𝜔𝑚), во втором - гибриди­
зационные функции Δ(𝑖𝜔𝑚) и Λ(𝑖𝜈𝑚). В данной работе предлагается расчетная
схема, основанная на самосогласовании по гибридизационным функциям. Урав­
нения EDMFT, используемые при построении цикла самосогласования, описа­
ны в пункте 1.2.3, а также продублированы в схеме 2.8 для наглядности. Логи­
чески цикл согласования можно разделить на 4 этапа:
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𝑈 = 1.0 эВ, 𝐽 = 0.05 эВ 𝑈 = 2.0 эВ, 𝐽 = 0.03 эВ

𝑈 = 2.4 эВ, 𝐽 = 0.01 эВ 𝑈 = 2.7 эВ, 𝐽 = 0.01 эВ
Рисунок 2.7 — Гибридизационные функции, полученные для расчетов при помощи метода

точной диагонализации. Отдельно выделен вклад каждого набора бозонных орбиталей.
Расчет проводился при величине обратной температуры 𝛽 = 10 эВ −1. Все величины

приведены в единицах эВ.

– инициализация стартовых параметров (блоки I - II);
– построение и диагонализация матрицы примесного гамильтониана

(блок IV);
– согласование с решеточной моделью (блоки V и VI);
– перерасчет параметров для следующей итерации (блок VII).
Стартовые параметры для инициализации цикла могут быть выбраны

несколькими способами: первым вариантом является использование невзаимо­
действующего предела (то есть Σ(𝑖𝜔𝑚) = 0), во втором - некоторых произволь­
ных значений для параметров гибридизации. Необходимо отметить, что коли­
чество итераций цикла напрямую зависит от начальных параметров, однако
точного метода их предсказания не существует.

После определения стартовых значений производится расчет гибридизаци­
онной функции для каждого резервуара. Также подготовительными вычисле­
ниями можно считать расчет интеграла перескока и параметров нелокального
взаимодействия в обратном пространстве. Самыми ресурсоемкими являются
построение и диагонализация примесного гамильтониана. В части 1.2.4 пред­
ставлена идея заполнения матрицы примесного гамильтониана.
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I. Стартовые параметры
1. Σ(𝑖𝜔𝑚) = 0
2. Подгоночные

{𝜀𝑘} , {𝒱𝑘} и {Ω𝑝} , {𝒲𝑝}

II. Текущая гибридизационная
функция

Δ(𝑖𝜔𝑚) =
∑︀𝐾

𝑘=1
|𝒱𝑘|2

𝑖𝜔𝑚−𝜀𝑘

Λ(𝑖𝜈𝑚) =
∑︀𝑃

𝑝=1
2|𝒲𝑝|2Ω𝑝

(𝑖𝜈𝑚)2−Ω2
𝑝

IV. Примесная задача
𝑔(𝑖𝜔𝑚) = −

⟨︀
𝑑(𝑖𝜔𝑚)𝑑

†(𝑖𝜔𝑚)
⟩︀

𝑋(𝑖𝜈𝑚) = −⟨O(𝑖𝜈𝑚)O(𝑖𝜈𝑚)⟩

III. Параметры в обратном
пространстве;

𝑡(k) =
∑︀

R𝑖𝑗
𝑡𝑖𝑗𝑒

𝑖R𝑖𝑗k

𝑉 (q) =
∑︀

R𝑖𝑗
𝑉𝑖𝑗𝑒

𝑖R𝑖𝑗q

𝐽(q) =
∑︀

R𝑖𝑗
𝐽𝑖𝑗𝑒

𝑖R𝑖𝑗q

V. Решеточная функция
𝐺𝑙𝑜𝑐(𝑖𝜔𝑚) =

1
𝑁

∑︀
k [𝑔

−1(𝑖𝜔𝑚) + Δ(𝑖𝜔𝑚)− 𝑡(k)]
−1

𝑋𝑁𝑁
𝑙𝑜𝑐 (𝑖𝜈𝑚) =

1
𝑁

∑︀
q [𝑋

−1(𝑖𝜈𝑚) + Λ(𝑖𝜈𝑚)− 𝑉 (q)]
−1

𝑋𝑀𝑀
𝑙𝑜𝑐 (𝑖𝜈𝑚) =

1
𝑁

∑︀
q [𝑋

−1(𝑖𝜈𝑚) + Λ(𝑖𝜈𝑚)− 𝐽(q)]
−1

VI. Новая гибридизационная функция
Δnew(𝑖𝜔𝑚) = Δold(𝑖𝜔𝑚) + 𝜉1

(︀
𝑔−1(𝑖𝜔𝑚)−𝐺−1

loc(𝑖𝜔𝑚)
)︀

Λnew(𝑖𝜈𝑚) = Λold(𝑖𝜈𝑚) + 𝜉2

{︂
𝑋loc(𝑖𝜈𝑚)−𝑋(𝑖𝜈𝑚) (металл)
𝑋−1(𝑖𝜈𝑚)−𝑋−1

loc (𝑖𝜈𝑚) (изолятор)

VII. Минимизация
Δ𝑛𝑒𝑤(𝑖𝜔𝑚) → {𝜀𝑘} , {𝒱𝑘}
Λ𝑛𝑒𝑤(𝑖𝜈𝑚) → {Ω𝑝} , {𝒲𝑝}

Рисунок 2.8 — Схематическое представление цикла самосогласования расширенной теории
динамического среднего поля для метода точной диагонализации.

После диагонализации и получения примесных корреляционных функций
рассчитываются локальные решеточные функции Грина, далее - новая гибри­
дизационная функция. Формула для вычисления бозонной функции гибридиза­
ции выбирается в соответствии с фазовым состоянием системы для ускорения
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согласования по данному параметру. Далее, используя нелинейный метод наи­
меньших квадратов [133; 134], минимизируя отличие 𝒳 2

𝐹 и 𝒳 2
𝐵 подбираемых

по формулам (1.29) и (1.30) функций и полученных новых гибридизационных
функций, мы получаем новые параметры гибридизации согласно следующим
уравнениям:

𝒳 2
𝐹 =

1

𝑁𝜔 + 1

𝑁𝜔∑︁
𝑛

[︀
Δ𝑛𝑒𝑤(𝑖𝜔𝑚)−Δ𝐾

𝑛𝑒𝑤(𝑖𝜔𝑚)
]︀2
, (2.20)

𝒳 2
𝐵 =

1

𝑁𝜈 + 1

𝑁𝜈∑︁
𝑛

[︀
Λ𝑛𝑒𝑤(𝑖𝜈𝑚)− Λ𝑃

𝑛𝑒𝑤(𝑖𝜈𝑚)
]︀2
, (2.21)

где 𝑁𝜔 и 𝑁𝜈 - количество фермионных и бозонных мацубаровских частот соот­
ветственно. Поскольку данная операция является исключительно математиче­
ской и не учитывает физику рассматриваемых процессов, принимаемая в каче­
стве аргумента функция должна иметь вид, удобный для обработки. Это также
обуславливает использование мацубаровских частот, поскольку в этом случае
график функции является гладким.

В результате выполнения цикла мы получаем самосогласованное с задан­
ной точностью решение расширенной модели Хаббарда при помощи расширен­
ной теории динамического среднего поля. В области, близкой к фазовому пере­
ходу металл - изолятор, принималось достаточным совпадение функций Грина
на 96%, в областях, удаленных от перехода, - 98%.

2.4 Особенности проведения численных экспериментов

В процессе проведения расчетов был выявлен ряд особенностей. Во-пер­
вых, формулы пересчета новой гибридизационной функции для бозонного ре­
зервуара Λold(𝑖𝜈𝑚) → Λnew(𝑖𝜈𝑚). В режиме металла быстрая сходимость при
низких энергиях является более важной. Использование формулы (1.27) спо­
собствует более быстрой сходимости при высоких энергиях и используется в
изоляторном режиме. В результате формула пересчета бозонной гибридизаци­
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онной функции выглядит следующим образом:

Λnew(𝑖𝜈𝑚) = Λold(𝑖𝜈𝑚) + 𝜉2

⎧⎨⎩𝑋loc(𝑖𝜈𝑚)−𝑋(𝑖𝜈𝑚) , металл

𝑋−1(𝑖𝜈𝑚)−𝑋−1
loc (𝑖𝜈𝑚) , изолятор

(2.22)

Во-вторых, проведение расчетов в области больших 𝑈 ≫ 𝑈фазового перехода

(изолятор с большой щелью) методом QMC затруднительно. Это связано с
большой дисперсией собственно-энергетической части Σ(𝑖𝜔𝑚), поведение ко­
торой при половинном заполнении и больших 𝑈 схоже с атомным пределом
Σ(𝑖𝜔𝑚) ≈ 1/𝑖𝜔𝑚, что приводит к возникновению большого шума при пересче­
те фермионной функции гибридизации Δ(𝑖𝜔𝑚). Необходимо подчеркнуть, что
численная схема на основе метода точной диагонализации устойчива в режиме
глубоко изолятора.

2.5 Выводы к главе

В данной главе представлена численная схема для решения уравнений рас­
ширенной теории динамического среднего поля на основе метода точной диа­
гонализации. Для этого было предложено дискретное представление бозонного
резервуара в эффективной примесной модели. Результаты проведенного анали­
за позволяют сделать некоторые частные выводы, представляющие интерес для
исследования: для двух типов взаимодействий было определено минимальное
необходимое количество используемых энергетических уровней в бозонном и
фермионном резервуарах, а также заселенность бозонных уровней. В случае за­
рядовых флуктуаций было выявлено, что для определения состояния системы
качественно достаточно одного эффективного уровня в бозонном резервуаре и
пяти в фермионном. Однако для получения точного решения, а также вблизи
фазового перехода, минимальное необходимое количество равно двум в бозон­
ном резервуаре и семи в фермионном. При рассмотрении магнитных флуктуа­
ций достаточными являются три эффективных уровня в бозонном резервуаре
и четыре орбитали - в фермионном. Для того, чтобы определить необходимую
бозонную заселенность, было рассмотрено вероятностное распределение сред­
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него числа бозонов на одном эффективном уровне в резервуаре, и в результате
определено, что достаточным является семь частиц на уровне.

Изложенные в данной главе результаты опубликованы в статье [135].
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Глава 3. Изучение влияния межузельных взаимодействий на
электронные свойства модельной системы в расширенной модели

Хаббарда на квадратной решетке

Исследования последних лет в области сильно коррелированных электрон­
ных систем в значительной мере концентрируются на изучении так называемых
квантовых фазовых переходов или квантовых критических явлений. Несмот­
ря на то что данной проблеме посвящен ряд монографий и многочисленные
обзоры [136—144], она весьма далека от полного разрешения. Квантовыми фа­
зовыми переходами называются переходы непрерывного типа (второго рода),
возникающие в результате нетепловых квантовых флуктуаций, существование
которых обусловлено принципом неопределенности. По сути происходит разру­
шение порядка пространственного расположения атомов или молекул в систе­
ме при 𝑇 = 0 в результате вариации нетепловых параметров, таких как, на­
пример, давление, концентрация или магнитное поле, которые контролируют
уровень квантовых флуктуаций. В чистом виде квантовые фазовые переходы
наблюдаются только при 𝑇 = 0, хотя их влияние на свойства вещества мо­
жет простираться и на область конечных температур [145]. Среди них одну из
ключевых ролей при изучении свойств сильно коррелированных систем играет
переход между металлической и изоляторной фазами [146]. Его наличие обу­
словлено конкуренцией между электронным взаимодействием на узле решетки,
которое стремится локализовать электроны, и кинетическими эффектами, ко­
торые благоприятствуют движению электронов [147]. Слабые же межузельные
взаимодействия при решении решеточной модели на практике часто учитыва­
ют в модифицированных («экранированных») определенным образом парамет­
рах локальных взаимодействий. В результате чего физика системы описывается
«эффективным» гамильтонианом, содержащим только локальные члены [10].

При увеличении силы межузельных взаимодействий, их вклад в общую
энергию становится достаточно большим, что меняет физику коррелированных
систем до такой степени, что энергетически выгодно, чтобы система находилась
в состоянии с нарушенной симметрией, где заряды упорядочены некоторым об­
разом. За счет повышения энергии взаимодействия на узле, межузельное элек­
тронное отталкивание сводится к минимуму [91]. Такие зарядово-упорядочен­
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ные состояния широко распространены в различных материалах. Изначально
они были обнаружены Вервей в магнетитах [148], позже найдены в вигнеров­
ских кристаллах [149; 150], высокотемпературных купратных сверхпроводни­
ках [151—154], манганитах [155—158], кобальтатах [159], никелатах [160—163],
двумерных органических материалах [164—167], соединении La1−𝑥Sr𝑥FeO3 [168;
169], слоистых дихалкогенидах [170] и многих других соединениях, в том числе
в квазиодномерных системах [171; 172]. Изучение материалов с такими свой­
ствами является привлекательной областью, поскольку открывает простор для
развития технологий производства различных датчиков и элементной базы
устройств современной электроники.

В данной главе рассматривается применимость подхода численного реше­
ния уравнений расширенной теории динамического среднего поля с использова­
нием метода точной диагонализации в различных режимах локальных корреля­
ций для изучения систем с сильными нелокальными кулоновскими и обменны­
ми взаимодействиями. В предыдущей главе было показано, что разработанная
расчетная схема хорошо применима в различных корреляционных режимах и
широком диапазоне значений локального кулоновского отталкивания 𝑈 в рас­
ширенной модели Хаббарда, определенной на квадратной решетке. В данной
части работы представлена и подробно проанализирована диаграмма фазовых
переходов в зависимости от величины кулоновских взаимодействий между уз­
лами 𝑉 и на узле 𝑈 в расширенной модели Хаббарда, а также экранирование
локального параметра 𝑈 . Также показано влияние учета нелокального обмен­
ного взаимодействия на спектральную функцию системы. Все расчеты проводи­
лись при величине интеграла перескока между ближайшими соседями, равным
𝑡 = 0.25 эВ, обратной температуре 𝛽 = 100 эВ−1 в случае зарядовых взаимо­
действий и 𝛽 = 10 эВ−1 при учете обменных.

3.1 Построение фазовой диаграммы U-V расширенной модели
Хаббарда, определенной на квадратной решетке

Поскольку дискретизация резервуаров является одним из самых важных
вопросов при использовании метода точной диагонализации, ниже приведено
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число орбиталей в бозонном резервуаре, использованное при построении диа­
граммы:

– 𝑃 = 1 на границе фазового перехода ферми-жидкость - зарядовое упо­
рядочение. Аналогично при переходе ферми-жидкость - изолятор Мот­
та достаточно далеко от фазы зарядового упорядочения;

– 𝑃 = 2 использовалось при изучении переходной области между фазами
ферми-жидкости, изолятора Мотта и зарядового упорядочения (деталь­
но рассмотрено и описано на рисунке 3.2);

– Использование 𝑃 = 3 вместо 𝑃 = 2 бозонных уровней необходимо при
определении фазовой границы между фазами изолятора Мотта и заря­
дового упорядочения. При 𝑃 = 1 метод точной диагонализации предска­
зывает значения 𝑉 для границы перехода ферми-жидкость - зарядовое
упорядочение в 1.5 - 2 раза больше, чем QMC.

В фазе зарядового упорядочения расчеты не проводились, поскольку со­
гласование по нескольким подрешеткам не рассматривается. Среди рассмотрен­
ных фаз можно выделить следующие:

– ферми-жидкость для небольших 𝑈 . 10𝑡 и 𝑉 . 𝑈/4;
– изолятор Мотта для больших 𝑈 & 10𝑡 и небольших 𝑉 ;
– фаза зарядового упорядочения при бо́льших 𝑉 .

Результат расчетов представлен на рисунке 3.1 в виде диаграммы, описываю­
щей фазовые переходы в зависимости от величины локального 𝑈 и межузель­
ного 𝑉 кулоновского отталкивания при половинном заполнении в расширен­
ной модели Хаббарда, построенной на квадратной решетке. Границы перехо­
дов в фазу зарядового упорядочения расcчитывались в два этапа: изначально
подбирались такие значения параметров 𝑈 и 𝑉 , что рассчитываемое значение
зарядовой восприимчивости в точке q = (𝜋,𝜋) было близко к расходимости
(смене знака), затем параметр 𝑉 увеличивался с малым шагом. Переход из
фазы ферми-жидкости в фазу изолятора Мотта (и из изолятора Мотта в заря­
довое упорядочение) оценивался по изменению угла наклона графика 𝐼𝑚𝐺(𝑖𝜔)
на малых мацубаровских частотах. Примером может служить рисунок 2.3, где
на верхней левой панели при значении 𝑈 = 2.4 эВ изображена одночастичная
функция Грина в состоянии ферми-жидкости, на нижней левой при 𝑈 = 2.7 эВ
- в режиме изолятора Мотта. Для проверки результатов, полученных методом
точной диагонализации, на рисунке 3.1 также приведены графики, полученные
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Рисунок 3.1 — Фазовая диаграмма расширенной модели Хаббарда в плоскости 𝑈 - 𝑉 .
Кругами обозначена фазовая граница, полученная методом точной диагонализации.

Треугольниками и квадратами обозначены границы фазовых переходов, представленные в
работах [87] и [173], соответственно. Римскими цифрами обозначены расчеты для

параметров, представленных на рисунках 2.2 и 2.3. Пунктирная черная линия 𝑉 = 𝑈/4
является грубой оценкой перехода ферми-жидкость – зарядовое упорядочение. Голубые и

желтые точки представляют две серии расчетов в фазах ферми-жидкость и изолятор
Мотта. Черным крестом обозначен переход ферми-жидкость – изолятор Мотта двумерной
модели Хаббарда, предсказываемом в работе [174]. Все величины приведены в единицах эВ.

ранее в работах [87] и [173], в которых для решения эффективной примесной мо­
дели был использован метод CTQMC. Идеальное совпадение кривых не предпо­
лагается в том числе вследствие независимого проведения указанных расчетов.
Было выявлено, что в методе точной диагонализации сходимость уравнений к
самосогласованному решению становится медленнее в тех же областях, что
и при использовании метода QMC. В основном это происходит в окрестности
фазовой границы [173].

На рисунке 3.2 переход из ферми-жидкостного состояния был изучен более
детально: граница перехода в фазу зарядового упорядочения обозначена синей
линией и ограничивает область сверху, толстая красная граница справа соот­
ветствует переходу в состояние моттовского изолятора. Двигаясь со стороны
изолятора Мотта, пунктирной черной линией обозначена граница с фазой заря­
дового упорядочения, находящейся также сверху, и толстой зеленой линией - с
фазой ферми-жидкости, располагающейся слева. Данное расположение границ
выявляет типичную сосуществующую область фазовых переходов первого рода
металл-изолятор. А также существует узкая полоса над желтой областью, соот­
ветствующая изоляторному решению, расположенная между переходом в заря­
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Рисунок 3.2 — Увеличенное изображение перехода из ферми-жидкостного состояния в
фазовой диаграмме, изображеной на рисунке 3.1. Треугольниками изображена граница,

полученная методом точной диагонализации при инициализации расчета в металлической
фазе, окружностями - в изоляторной. Квадратами и ромбами обозначены фазовые
границы, полученные при инициализации в металлической и изоляторной фазах,

соответственно, приведенные в работе [173]. Все величины приведены в единицах эВ.

довое упорядочение при выходе из ферми-жидкостного состояния. В принципе,
данный факт может наблюдаться как косвенное доказательство сосуществова­
ния фаз изолятора Мотта и зарядового упорядочения, но проверка перехода
первого рода между данными фазами невозможна, так как серия расчетов (с
вариацией одного из параметров) не может быть инициирована (начата) в фазе
зарядового упорядочения.

В целом, на рисунках 3.1 и 3.2 продемонстрировано хорошее числен­
ное согласие с результатами предыдущих работ, упомянутых выше. Однако,
было обнаружено, что в ED-расчете сосуществующие области ферми-жидко­
сти и изолятора Мотта сдвинуты в область несколько больших значений 𝑈
по сравнению с QMC результатами, представленными в [173]. Данный сдвиг
может быть ассоциирован с конечным числом уровней в фермионном резерву­
аре (𝐾 = 5), использованном при построении фазовой диаграммы, и тем, что
данное число является нечетным. Плотность состояний при половинном запол­
нении расширенной модели Хаббарда на квадратной решетке симметрична в
окрестности уровня Ферми [87]. Также фермионная гибридизационная функ­
ция Δ(𝜔 + 𝑖𝛿) является симметричной в области 𝜔 = 0 и, как следствие, име­
ет тенденцию становиться более изоляторной, если дискретизация резервуара
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осуществляется четным числом орбиталей, и более металлической, если нечет­
ным. Чтобы получить оценку ошибки дискретизации, была рассчитана фазовая
граница между металлической фазой и фазой изолятора также с четным чис­
лом фермионных уровней в резервуаре (𝐾 = 4). Данная оценка приведена как
утолщенные зеленая (изолятор Мотта - ферми-жидкость) и красная (ферми­
жидкость - изолятор Мотта) линии на рисунке 3.2. Однако, переход ферми­
жидкость - изолятор Мотта при 𝑉 = 0, полученный из DCA (Dynamical Cluster
Approximation) расчетов [174], имеет значение приблизительно 𝑈𝑐

∼= 1.6 эВ,
показывая то, что ошибка EDMFT аппроксимации намного больше, чем допол­
нительныя ошибка дискретизации ED. Также приближение EDMFT как тако­
вое не позволяет идеально предсказать фазовые границы расширенной модели
Хаббарда, благодаря существованию нелокальных диаграмм Фока [92], а также
из-за пренебрежения межузельными корреляциями [91]. Различие в последней
точке при 𝑈 = 3.0 эВ может быть уменьшено за счет рассмотрения несколь­
ких подрешеток. Еще один вариант устранения этих недостатков заключается
в использовании схематических расширений, таких как GW + EDMFT [87] или
метода дуальных бозонов [173; 175], которые могут быть рассмотрены как мо­
дели, в которых данная расчетная схема может быть применена в будущем.

Несмотря на то что изучение фазы зарядового упорядочения при помощи
данной расчетной схемы невозможно, граница перехода, как уже было сказано,
может быть определена. Физически наличие данного состояния обусловлено
доминирующим межузельным кулоновским взаимодействием. В областях, где
основной вклад в энергию имеет слагаемое гамильтониана (1.10), в которое вхо­
дит интеграл перескока электронов 𝑡 (металлическое состояние) дополнитель­
ный учет 𝑉 приводит к усилению делокализации электронов. Но, увеличивая
параметр межузельного взаимодействия, при некотором его значении электро­
нам становится выгоднее образовать две подрешетки: полностью заполненную
и пустую, - что приводит к нарушению симметрии.
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3.2 Оценки нелокальных кулоновских взаимодействий для
реальных систем

Расширенная модель Хаббарда может применяться для описания свойств
совершенно разных классов сильно коррелированных соединений. На рисун­
ке 3.3 приведена классификация различных материалов в зависимости от вели­
чин одноузельного и межузельного кулоновских взаимодействий: квазидвумер­
ные слоистые (NaV2O5, Sr2IrO4, Sr2RhO4), аллотропные двумерные соединения
C и Si (графен и силицен), системы адатомов на полупроводниковой подложке
(Si(111): Si, C, Sn, Pb) и функционализированная графеновая структура C2F,
представляющая из себя плоский слой, с осажденными с одной стороны атома­
ми фтора. Все указанные системы описываются моделями разной геометрии:
квадратной, гексагональной или треугольной решеткой, но их связывает нали­
чие значительных межузельных кулоновских корреляций. Для удобства пара­
метры для каждого соединения и методы их оценки приведены в таблице 3.1.

Для каждого материала элементы матрицы кулоновского взаимодействия
в простейшем случае могут быть рассчитаны через интегралы по волновым
функциям. Кроме того при помощи подхода cRPA (constrained Random Phase
Approximation) [178; 179] учитывается экранирование взаимодействий, опреде­
ленных для состояния на уровне Ферми, всеми другими состояниями электрон­
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Рисунок 3.3 — Классификация соединений, в которых наблюдаются сильные нелокальные
кулоновские взаимодействия. Все величины приведены в единицах эВ.
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Таблица 3.1 — Величины интеграла перескока 𝑡, локального 𝑈 и нелокального 𝑉 кулоновских
взаимодействий для систем, отмеченных на рисунке 3.3.

Соединение 𝑡, эВ 𝑈 , эВ 𝑉 , эВ Метод Источник
NaV2O5 0.4 2.8 0.17 Параметризация [176]

LDA+U расчетов
Sr2IrO4 2.54 2.08 cRPA [177]
Sr2RhO4 1.94 1.48 cRPA [177]
графен 2.8 10.16 5.68 cRPA [11; 60]
силицен 1.14 11.73 2.63 cRPA [11]

С2F 0.23 5.16 2.46 cRPA [7]
Si(111):C 0.038 1.4 0.5 cRPA [8]
Si(111):Si 0.050 1.1 0.5 cRPA [8]
Si(111):Sn 0.042 1.0 0.5 cRPA [8]
Si(111):Pb 0.042 0.9 0.5 cRPA [8]

ного спектра. В случае решеточных моделей мы используем базис функций Ва­
нье (1.8). Из этого уравнения можно видеть, что сильная делокализация функ­
ций Ванье приводит к их большему взаимному перекрытию, и, как следствие, к
большему значению параметра нелокального кулоновского взаимодействия V.
Величина же локального параметра U, напротив, увеличивается, когда функ­
ция Ванье локализована на одном узле. Это подтверждается наблюдаемой за­
кономерностью при рассмотрении класса квазидвумерных структур, элементы
которого (NaV2O5, Sr2RhO4, Sr2IrO4) изображены ромбами на рисунке 3.3. V
является 3𝑑 - металлом, Rh - 4𝑑, а Ir - 5𝑑, и чем выше главное квантовое число,
тем более протяженной будет электронная орбиталь. Как следствие, при боль­
шем перекрытии функций Ванье соединения будут лежать выше по оси V на
диаграмме.

Максимальные значения U и V среди рассмотренных можно наблюдать
у графена и силицена, относящихся к аллотропным 2D структурам. Было по­
казано, что в графене электроны обладают самой высокой подвижностью сре­
ди известных материалов [180] и большой оценочной величиной кулоновских
параметров [11; 60]. Последующая функционализация, то есть осаждение ато­
мов на поверхность, является критически важной для итогового использования
материала, поскольку позволяет управлять различными физическими и хими­
ческими свойствами [181]. Вследствие функционализации графена, например,
атомами фтора, электронная структура материала меняется, и в результате на
уровне Ферми можно наблюдать четко отделенную зону (рисунок 3.4 (г)), что



65

является нетипичным, поскольку подобные особенности электронного спектра
ранее наблюдались только в соединениях переходных металлов. Также функ­
ционализация приводит к формированию функции Ванье иного вида, что пред­
ставлено на рисунке 3.4(б). В результате, на диаграмме можно видеть, что зна­
чения U и V функционализированной структуры становятся в 2 раза меньше
по сравнению с чистым графеном.

Функции Ванье Зонная структура

(а) графен (б) C2F (в) графен (г) C2F
Рисунок 3.4 — Изображение функций Ванье и зонной структуры (а), (в) – чистого

графена [182] и (б), (г) – графена, функционализированного атомами фтора C2F [7]. На
рисунке (в) спложными линиями показаны зоны, полученные из DFT расчета,

треугольниками обозначены зоны, рассчитанные проецированием на атомные p𝑧 орбитали и
окружностями - проецирование на атомные 𝑝𝑧 орбитали на каждом атоме и 𝑠𝑝2 на каждом

другом атоме. На рисунке (г) серыми линиями показаны зоны, полученные из LDA
расчета, зеленой линией выделена зона, полученная при помощи однозонной модели.

Другой группой материалов, отмеченной на диаграмме, являются адатом­
ные системы на полупроводниковой подложке. Данные материалы также отли­
чаются зонной структурой, в которой на уровне Ферми наблюдается одна вы­
деленная зона, в то время как чистая подложка является полупроводниковой и
имеет узкую щель. В результате, на диаграмме данные соединения находятся
в области с малыми значениями U и V относительно остальных. Данный класс
отличается от предыдущих, поскольку является единственным, имеющим объ­
емную кристаллическую решетку, что отчасти объясняет вид функции Ванье.

Таким образом, рассмотрев диаграмму 3.3 и особенности электронной
структуры соединений разных видов, можно сделать ряд выводов о том, что
а) в объемных материалах величина параметров кулоновского взаимодействия
намного меньше, чем в двумерных, б) функционализация поверхности может
значительно изменить свойства материала.

Максимально локализованные функции Ванье могут быть использованы
в качестве базиса при решении решеточной модели. Данный подход позволяет
применять DMFT и ее расширения для широкого спектра сильно коррелиро­
ванных материалов. Однако, создание теоретических моделей так или иначе
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сводится к рассмотрению идеализированных систем. Несмотря на постоянное
совершенствование используемых подходов, для получения полноценного ин­
струмента необходимы проверки выдвигаемых гипотез экспериментально. Это
приводит нас к необходимости синтезировать материал с заданными свойства­
ми, что является колоссально сложной задачей [183] на текущий момент време­
ни.

В работе [184] Р. Фейнманом было показано, что для моделирования кван­
товых явлений необходимо использовать квантовый симулятор, так как при
использовании классической машины Тьюринга [185] время выполнения алго­
ритма будет экспоненциально замедляться. В качестве квантовых симуляторов
активно изучаются системы ультрахолодных атомов в оптических решет­
ках [186; 187]. Оптическая решетка создается при помощи двух лазерных лу­
чей. Когда атомы освещаются лазерными лучами, электрическое поле лазера
создает дипольный момент в атомах, который в свою очередь взаимодействует
с электрическим полем. Данное взаимодействие изменяет энергию состояний
атомов в зависимости от интенсивности и частоты лазера. Оптическую решет­
ку можно представить как периодический «ландшафт» потенциальной энергии,
получаемый в результате образования стоячей волны вследствие интерферен­
ции. Геометрия решетки определяется конфигурацией лучей, а глубина потен­
циальных ям регулируется интенсивностью лазера. Однако, существуют неко­
торые важные отличия между кристаллическим твердым телом и оптической
решеткой, которые необходимо подчеркнуть. Прежде всего масштаб рассмат­
риваемых энергий очень разный: в то время как типичный параметр решетки
в системах с холодными атомами составляет порядка 1 мкм, в кристалле он
равен примерно 0.1 нм [188]. Это означает, что для наблюдения аналогичных
процессов, происходящих в твердом теле при температуре порядка 100 К, в си­
стемах с холодными атомами необходимо использовать температуры порядка
мкК или нК [189; 190]. Преимуществом использования оптических решеток яв­
ляется удобство зондирования, посколько ультрахолодные атомы не требуют
сверхбыстрых зондов и позволяют проследить не только статические эффекты,
но и динамические свойства в масштабах мс или даже секунд [191]. Более того,
в отличие от электронов, которые являются заряженными частицами и сильно
связаны со сложной твердотельной средой, атомы электронейтральны и почти
полностью отделены от своей среды. Также, в отличие от реальных материалов,
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где нарушение порядка, колебания решетки и структурные дефекты неизбеж­
ны, решетки, создаваемые светом, являются жесткими (без вибраций), без
дефектов и полностью контролируемыми [188].

На сегодняшний день выполнены основополагающие эксперименты, в
которых были воссозданы двумерная [192] и трехмерная оптические решет­
ки [193], рассмотрены различные фазовые состояния и воспроизведен переход
металл-изолятор [16], что подтверждает возможность моделировать свойства
твердых тел, используя атомные газы [194].

В подавляющем большинстве работ взаимодействие между атомами явля­
лось короткодействующим, то есть достаточно было учитывать взаимодействие
только с соседними атомами [195]. Данный факт показывает, что расширенная
модель Хаббарда может быть экспериментально реализована в данного ро­
да искусственно синтезируемых системах и открывает возможность изучать
квантовые эффекты и проверять теоретические гипотезы.

3.3 Экранирование локального кулоновского отталкивания при
учете межузельного зарядового взаимодействия

Вопрос об экранировании локального параметра 𝑈 в модели Хаббарда
межузельным потенциалом 𝑉 широко обсуждался и ранее, например, в рабо­
тах [11; 87; 132; 196]. Анализ посредством вариационного принципа [11] пред­
сказывает в простом приближении механизм линейного экранирования, где ре­
зультирующее взаимодействие представляется как

𝑈 * = 𝑈 − 𝑉. (3.1)

С данной точки зрения, межузельное взаимодействие способствует созданию
парной заселенности [11]. Дальнейшее исследование [197] показало, что эффек­
тивность экранирования зависит от силы кулоновских корреляций в конкретной
системе и экранированное взаимодействие должно определяться как

𝑈 * = 𝑈 − 𝛼𝑉. (3.2)
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Ренормализующий фактор 𝛼 стремится к 1 с увеличением хаббардовского от­
талкивания 𝑈 , то есть, согласно вариационному принципу, максимальное экра­
нирование реализуется в режиме изолятора Мотта.

C другой стороны в EDMFT экранированное взаимодействие задается сле­
дующим образом [56]:

𝑈(𝑖𝜈𝑚) = 𝑈 + Λ(𝑖𝜈𝑚), (3.3)

где бозонная гибридизационная функция Λ(𝑖𝜈𝑚), введеная в уравнении (1.30),
является динамическим взаимодействием, возникающим вследствие наличия
бозонного резервуара в эффективной примесной модели. EDMFT аппрокси­
мация, представленная в части 1.2.2, может быть получена в точном преде­
ле большой размерности 𝐷, когда на решетке Бете с ближайшими соседними
взаимодействиями 𝑣0/

√
2𝐷 (где 𝑣0 некоторый фиксированный параметр) эф­

фективное динамическое взаимодействие представляется примесной восприим­
чивостью [56]:

Λ(𝑖𝜈𝑚) = 𝑣20𝑋(𝑖𝜈𝑚). (3.4)

Таким образом, экранирование квадратично подавляется при малых 𝑣0 и ти­
пичный энергетический масштаб экранирования, частота экранирования [196]
представляется как

Ω𝑠 =

∫︀∞
0 𝑑𝜈ImΛ(𝜈 + 𝑖𝛿)/𝜈∫︀∞
0 𝑑𝜈ImΛ(𝜈 + 𝑖𝛿)/𝜈2

(3.5)

и определяется величиной локальных зарядовых возбуждений. Из-за расщепле­
ния квазичастичного пика в режиме изолятора Мотта зарядовые возбуждения
соответствуют исключительно переходам между зонами выше и ниже уровня
Ферми. Таким образом, зарядовые возбуждения сдвигаются в область высоких
энергий, в результате получается большая частота экранирования порядка
запрещенной зоны. Аналогичное поведение наблюдается при конечных размер­
ностях, где было обнаружено, что EDMFT предсказывает только слабые экра­
нирующие эффекты в режиме изолятора [87]. Поскольку метод ED можно
применять как численную схему для решения примесной задачи в различных
корреляционных режимах, обсуждение в [87] и [132] может быть дополнено пу­
тем сравнения экранирования в фазах ферми-жидкости и изолятора Мотта.
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На рисунке 3.5 изображен график плотности состояний в металлической
фазе в области средних корреляций при 𝑈 = 2.0 эВ. Результаты серии вы­
числений для 0 6 𝑉 6 0.5 эВ на правой панели рисунка 3.5 демонстрируют
увеличение спектрального веса на уровне Ферми при увеличении 𝑉 . Как видно
на левой панели, на которой приведено сравнение 𝑉 = 0.0 эВ и 𝑉 = 0.5 эВ,
межузельное взаимодействие экранирует хаббардовское отталкивание, и пи­
ки, соответствующие верхней зоне, смещаются в сторону квазичастичного
пика.

Рисунок 3.5 — Левая часть: особенности плотности состояний, соответствующие
квазичастичному пику и верхней хаббардовской зоне. Расчеты были выполнены для 𝑈 = 2

конечным и нулевым межузельным кулоновским взаимодействием 𝑉 . Правая часть:
значение плотности состояний на уровне Ферми для различных значений параметра 𝑉

(соответствует голубым ромбам на рисунке 3.1). 𝑃 обозначает количество энергетических
уровней, использованных для дискретизации бозонного резервуара. Расчеты были

выполнены с температурным размытием 𝛿 = 𝜋/𝛽. Все величины приведены в единицах эВ,
плотность состояний - в форм. ед. / эВ.

Чтобы оценить влияние дискретизации бозонного резервуара на вид кор­
реляционных функций на действительных частотах, были проведены расчеты с
разным количеством энергетических уровней 𝑃 = 1, 2 и 3 при фиксированном
количестве орбиталей в фермионном (𝐾 = 5). На правой панели рисунка 3.5
можно видеть, что количество уровней, равное 𝑃 = 1 или 𝑃 = 2, оказывает за­
метное влияние на спектральный вес на уровне Ферми, в то время как разница
между решениями с 𝑃 = 2 и 𝑃 = 3 незначительна.

На рисунке 3.6 показан спектр локальных зарядовых возбуждений
Im𝑋loc(𝜈 + 𝑖𝛿) на действительных частотах. Как обсуждалось выше, в EDMFT
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Рисунок 3.6 — Спектр локальных зарядовых возбуждений для 𝑈 = 2.0 эВ без учета
межузельного взаимодействия (первых график) и при 𝑉 = 0.5 эВ (нижние графики).
Толстые вертикальные линии показывают самосогласованные моды Ω𝑝 в бозонном

резервуаре, они учитывают количество 𝑃 использованных уровней в бозонном резервуаре.
Вертикальные пунктирные линии обозначают экранированную частоту Ω𝑠, определяемую

уравнением (3.5). Все величины приведены в единицах эВ.

можно ожидать, что энергетический масштаб экранирующих мод Ω𝑝, которые
вносят вклад в динамическое взаимодействие Λ, определяется типичными
энергиями локальных зарядовых возбуждений. Как становится ясно из второй
панели для 𝑃 = 1, единственной энергии бозонного резервуара Ω недостаточно
для учета широкого спектра зарядовых возбуждений в фазе ферми-жидкости
при 𝑈 = 2.0 эВ и 𝑉 = 0.5 эВ. Однако, уже при 𝑃 = 2 гораздо меньшие Ω2

учитывают низкоэнергетические зарядовые возбуждения (данные представле­
ны на третьем графике рисунка 3.6 и во второй строке таблицы 2.1). Этот
вклад в Λ является важным, поскольку малые энергетические моды усиливают
экранирующий эффект [132]. Моды с малой энергией учитывались при 𝑃 > 1,
следовательно, ответственны за разницу в спектральном весе на уровне Фер­
ми в правой панели рисунка 3.5 при переходе от 𝑃 = 1 к 𝑃 = 2,3 уровней
бозонного резервуара. Сравнивая верхнюю панель рисунка 3.6 при 𝑉 = 0.0 с
нижними панелями при 𝑉 = 0.5 эВ, можно также видеть, что сами низкоэнер­
гетические возбуждения усиливаются межузельным взаимодействием 𝑉 . Это
соответствует смещению спектрального веса ближе к уровню Ферми в левой
панели рисунка 3.5 из-за экранирования отталкивания Хаббарда 𝑈 = 2.0 эВ на
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Рисунок 3.7 — Левый график: значение бозонной гибридизационной функции Λ при
наименьшей мацубаровской частоте 𝑖𝜈0 = 0 как функция 𝑉 в металлической фазе

(обозначены треугольниками и ромбами) и в фазе изолятора (обозначены желтыми
квадратами в соответствии с символикой, использованной на рисунке 3.1). Линия −𝑉
характеризует статическое экранирование согласно упрощенной оченке при помощи
вариационного принципа, представленной в работе [11]. Верхний правый график:

локальная восприимчивость 𝑋loc(𝑖𝜈0) в фазе изолятора. Нижний правый график: 𝑋loc(𝑖𝜈0) в
металлической фазе, символы, обозначенные черным, соответствуют расчетам при

𝑈* = 𝑈 − 𝑉 . 𝑃 = 1 бозонных уровней были использованы при расчете в фазе моттовского
изолятора, в фазе Ферми жидкости сравнивались результаты для 𝑃 = 1,2,3. Все величины

приведены в единицах эВ.

Λ(𝑖𝜈0) ∼ −0.3, что делает энергии перехода между квазичастичным пиком и
верхней хаббардовской зоной меньше.

Вертикальные пунктирные линии на рисунке 3.6 обозначают частоту экра­
нирования в уравнении (3.5), которое для конечного числа уровней бозонного
резервуара аналитически может быть представлено как

Ω𝑠 =

∑︀
𝑝(𝒲2

𝑝/Ω𝑝)∑︀
𝑝(𝒲2

𝑝/Ω
2
𝑝)
. (3.6)

Можно видеть, что значение Ω𝑠 сильно привязано к наименьшей моде Ω𝑝.
Чтобы сравнить эффекты экранирования в фазах Ферми жидкости и изо­

лятора Мотта, динамическое взаимодействие Λ(𝑖𝜈) при 𝑖𝜈0 = 0 как функция 𝑉
изображено в левой панели на рисунке 3.7. В металлической фазе при 𝑈 = 2.0
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эВ поведение Λ(𝑖𝜈0) не согласуется с вариационной оценкой в уравнении (3.1).
Это расхождение еще больше ощутимо для экранирования в изоляторном ре­
жиме при 𝑈 = 2.7 эВ, где Λ(𝑖𝜈0)/(−𝑉 ) ≪ 1. В отличие от фазы ферми-жидко­
сти, где низкоэнергетические зарядовые возбуждения служат медиатором для
значительных экранирующих эффектов 𝑉 на графике плотности состояний,
зарядовые возбуждения в фазе изолятора смещаются в область высоких энер­
гий. Поэтому энергии бозонного резервуара Ω𝑝 остаются большими в фазе изо­
лятора для разного количества уровней бозонного резервуара (для сравнения
данные представлены в последней строке таблицы 2.1). Расчеты подтвержда­
ют, что для значений 𝑈 и 𝑉 , соответвующим режиму глубокого изолятора, то
есть достаточно далеко от границ фазовых переходов, изменение спектральной
функции вследствие экранирования наблюдается только в высокоэнергетиче­
ской области. В верхней правой части рисунка 3.7 можно видеть, что в таком
случае низкоэнергетические зарядовые возбуждения в свою очередь почти не
испытывают усиления от 𝑉 . С другой стороны, в фазе ферми-жидкости низко­
энергетические зарядовые возбуждения усиливаются за счет 𝑉 , что видно на
нижней правой панели рисунка 3.7. Уже при малых 𝑉 требуется хотя бы одна
низкоэнергетическая мода Ω𝑝 и, следовательно, 𝑃 > 1 для учета этих возбуж­
дений (данные представлены на рисунке 3.6 и во второй строке таблицы 2.1).

Предполагается, что EDMFT недооценивает экранирование в фазе изо­
лятора при половинном заполнении: динамически экранированное взаимодей­
ствие в локальной примесной задаче EDMFT учитывает лишь средний эф­
фект нелокального потенциала, создаваемого зарядами на соседних узлах ре­
шетки на саму примесь. Следовательно, когда на примеси создается двой­
ное заполнение, локальная часть задачи EDMFT полностью учитывает при­
рост потенциальной энергии на примеси из-за слабо экранированного локаль­
ного взаимодействия, но одновременно игнорирует уменьшение потенциаль­
ной энергии за счет создания вакансии на соседнем участке. Этот механизм,
однако, является физической интерпретацией вариационного принципа и при­
водит в первом приближении к экранированию, которое является линейным по
нелокальному потенциалу. EDMFT, мы предполагаем, игнорирует этот эффект
и не предсказывает линейный характер экранирования ни в фазе ферми-жид­
кости, ни в фазе изолятора Мотта.
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Доказательства плохого описания изолятора EDMFT были даны в недав­
ней публикации, в которой подчеркивается важность диаграммы обмена Фо­
ка на границе фаз между фазой зарядового упорядочения и фазой изолятора
Мотта [92]. При диаграммном расширении EDMFT можно ожидать, что для
достижения другого механизма локального экранирования необходима самосо­
гласованная перенормировка динамически экранированного локального взаимо­
действия. Действительно, в фазе ферми-жидкости был обнаружен механизм
линейного экранирования с помощью согласованной версии метода дуальных
бозонов [175]. Очевидной является необходимость дальнейшего исследования
экранирования локальных параметров в изоляторе, и предложенная численная
схема на базе метода точной диагонализации может способствовать входу в
изоляторный режим.

3.4 Влияние учета нелокального кулоновского взаимодействия в
пределах нескольких координационных сфер на

собственно-энергетическую часть

Результаты, представленные ранее в диссертационном исследовании, были
получены для расширенной модели Хаббарда, характеризующейся межузель­
ным кулоновским взаимодействиями с соседями в пределах первой координа­
ционной сферы. Поэтому интерес представляет изучение влияния кулоновского
взаимодействия с дальними соседями на корреляционные характеристики, та­
кие как собственно-энергетическая часть функции Грина. Был исследован эф­
фект учета нелокального зарядового взаимодействия 𝑉𝑖𝑗 для трех координаци­
онных сфер. Для этого параметр 𝑉𝑖𝑗 был проскалирован как 𝑉𝑖𝑗/𝑉 = 𝑎/|r𝑖−r𝑗|,
где 𝑎 - параметр решетки. На рисунке 3.8 (б) и (в) изображены графики мни­
мой части собственно-энергетической части Σ(𝑖𝜔𝑛) на мацубаровских частотах,
рассчитанные при значениях локального кулоновского параметра 𝑈 = 2.0 эВ и
𝑈 = 2.4 эВ. Параметр межузельного кулоновского взаимодействия был выбран
равным 𝑉 = 0.5 эВ, соответствующим фазе сильно коррелированного металла.
Параметры расположены вблизи точек, изображенным римскими цифрами II
и III на рисунке 3.1. Значения 𝑉𝑖𝑗 рассчитывались как 𝑉𝑖𝑗 = 𝑉01/𝑟𝑖𝑗.
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Рисунок 3.8 — (а) График зависимости межузельного кулоновского взаимодействия 𝑉 от

порядкового номера координационной сферы, (б) мнимая компонента
собственно-энергетической части 𝐼𝑚Σ(𝑖𝜔𝑚), рассчитанная для параметров 𝑈 = 2.0 эВ,
𝑉01 = 0.5 эВ, (в) мнимая компонента собственно-энергетической части 𝐼𝑚Σ(𝑖𝜔𝑚) расчеты
для параметров 𝑈 = 2.4 эВ, 𝑉01 = 0.5 эВ. Все величины на рисунках (а) и (б) приведены в

единицах эВ.

На данных графиках можно видеть, что при увеличении количества учтен­
ных координационных сфер, значение собственно-энергетической части умень­
шается. Данное поведение может быть объяснено дополнительным экранирова­
нием локального кулоновского параметра 𝑈 . Таким образом, можно заключить,
что учет большего количества координационных сфер, приводит к ослаблению
электронных корреляций. Данный результат согласуется с приведенным в рабо­
те [132], где исследовалось влияние нелокальных корреляций на поведение си­
стемы в методе GW+EDMFT. Различие между полученными графиками явля­
ется незначительным, однако, стоит ожидать, что при рассмотрении соединений
с большей величиной параметра нелокального кулоновского взаимодействия 𝑉𝑖𝑗
изменение станет более существенным.
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Таблица 3.2 — Параметры локального кулоновского отталкивания 𝑈 и межузельного обмен­
ного взаимодействия 𝐽 , выбранные для анализа влияния учета последних на электронные и
магнитные свойства системы.

U, эВ J, эВ
I 1.0 0.05
II 2.0 0.03
III 2.4 0.01
IV 2.7 0.01

3.5 Влияние учета нелокальных магнитных взаимодействий на
одночастичные и двучастичные спектральные функции

В данном параграфе рассматривается влияние учета межузельных обмен­
ных взаимодействий на электронные свойства системы в различных режимах
локальных корреляций в расширенной модели Хаббарда, определенной на квад­
ратной решетке при половинном заполнении, и сравнение с результатами, полу­
ченными методом CTQMC. Расчеты для всех конфигураций параметров, пред­
ставленных в таблице 3.2, проводились при значении интеграла перескока меж­
ду ближайшими соседями в пределах первой координационной сферы, равным
𝑡 = 0.25 эВ, и обратной температуре 𝛽 = 10 эВ−1. Данная температура лучше
всего подходит для определения основной тенденции и не является близкой к
температурее Нееля.

На рисунке 3.9 представлены графики плотности состояний, полученные
при различной дискретизации фермионного и бозонного резервуаров. Конфи­
гурация I соответствет фазе ферми-жидкости, значение 𝑈 – слабым корреля­
циям, снижение интенсивности пика мало. Конфигурация II также находится
в режиме металла, а значение 𝑈 соответствует умеренным корреляциям, изме­
нение интенсивности центрального пика функции плотности состояний стано­
вится значительным. Это может быть объяснено тем, что решение находится
в окрестности фазового перехода металл - изолятор. Конфигурации III и IV
соответствуют фазе изолятора Мотта, соответственно, величина параметра 𝑈
– сильным корреляциям. В данных точках при учете межузельного обменно­
го взаимодействия наблюдается изменение вида спектральной функции: пики,
находящиеся ближе к уровню Ферми, либо теряют интенсивность, либо проис­
ходит перенос спектральной плотности в область хаббардовских зон. Это гово­



76

Рисунок 3.9 — Графики плотности состояний, соответствующих конфигурациям
параметров I - IV с учетом (сплошные линии) и без учета (пунктирные линии)

межузельного взаимодействия. Все величины приведены в единицах эВ, плотность
состояний - в форм. ед. / эВ.

рит о том, что при учете межузельного обменного взаимодействия в EDMFT
система имеет тенденцию к более изоляторному поведению по сравнению с
DMFT расчетом.

В ходе проведения численного эксперимента было выявлено, что при уве­
личении количества эффективных орбиталей в фермионном резервуаре с𝐾 = 3

до 𝐾 = 4 наблюдается изменение вида функции плотности состояний. Это свя­
зано с тем, что аппроксимация пика в области уровня Ферми одним энергетиче­
ским уровнем является недостаточной, что было описано в предыдущей главе.
Увеличение количества эффективных орбиталей в бозонном резервуаре 𝑃 при
неизменном 𝐾 не влияет на результат.

На рисунке 3.10 представлены графики двучастичной функции Грина
(функции восприимчивости) на действительных частотах. При учете нелокаль­
ных обменных взаимодействий можно наблюдать формирование низкоэнерге­
тического пика в режиме сильных корреляций (конфигурации III и IV).
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Рисунок 3.10 — Графики функции восприимчивости, соответствующие конфигурациям
параметров I - IV с учетом (сплошные линии) и без учета (пунктирные линии)

межузельного взаимодействия. Все величины приведены в единицах эВ.

3.6 Выводы к главе

В данной главе был проведен анализ применимости разработанного чис­
ленного подхода для решения уравнений расширенной теории динамического
среднего поля. Было рассмотрено, как предложенная численная схема воспро­
изводит границы фазовых переходов при учете нелокальных зарядовых вза­
имодействий и подробно обсуждено экранирование локального кулоновского
параметра в решеточной модели. Было представлено, как количество учиты­
ваемых координационных сфер влияет на силу электронных корреляций в си­
стеме: вследствие дополнительного экранирования локальных параметров сила
корреляций уменьшается. Также было рассмотрено изменение спектральных
функций при учете межузельных обменных взаимодействий. Все расчеты про­
водились для расширенной модели Хаббарда, определенной на квадратной ре­
шетке, при половинном заполнении.

Проведение сравнительных расчетов для ED и QMC в разных корреляци­
онных режимах подтверждает, что в большинстве случаев для дискретизации
бозонного резервуара достаточно двух экранирующих мод при учете зарядо­
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вых взаимодействий. Это согласуется с результатами из работы [132], в ко­
торых обнаруживаются два доминирующих режима экранирования в разных
областях диаграммы EDMFT. Исключением является граница между фазами
изолятора и зарядового упорядочения, где требуется не менее двух энергетиче­
ских уровней из-за широкого спектра зарядовых возбуждений вблизи перехода.
При рассмотрении межузельных обменных взаимодействий подтверждается до­
статочность учета одной эффективной орбитали на каждую проекцию в спи­
новом пространстве. Рассмотрение функций плотности состояний для различ­
ных корреляционых режимов указывает на то, что система имеет тенденцию к
более изоляторному поведению.

Более значительной является дискретизация фермионного резервуара по
сравнению с дискретизацией бозонного. Примером может служить предпочти­
тельность фазы металла, либо изолирующей фазы при использовании нечетно­
го или четного количества фермионных уровней соответственно. Тем не менее
были представлены границы фаз, которые хорошо согласуются с результатами,
полученными методом CTQMC [88; 132].

Было обнаружено, что при половинном заполнении в фазе глубокого
изолятора метод точной диагонализации хорошо подходит для решения зада­
чи EDMFT. Данные результаты дополняет сравнение эффектов экранирова­
ния с результатами, полученными в работе [132], предсказанных при помощи
EDMFT, и с упрощенной оценкой при помощи вариационного принципа, пред­
ставленного в статье [11]. Также, согласно расчетам, полученным при помощи
EDMFT, в фазе изолятора Мотта расширенная модель Хаббарда практически
не подвержена влиянию межузельного взаимодействия на низкоэнергетический
одночастичный спектр при экранировании кулоновского локального параметра
𝑈 .

Изложенные в данной главе результаты опубликованы в статье [135].



79

Глава 4. Моделирование поверхностных 𝑠𝑝-систем при помощи
расширенной теории динамического среднего поля

С появлением возможности манипулировать отдельными атомами при по­
мощи технологии сканирующей туннельной микроскопии (СТМ) [198] возрос
интерес к адатомным системам на подложках [199—204]. Такой эксперимен­
тальный метод позволяет не только проектировать системы для новых логиче­
ских переключателей [205; 206] или атомной памяти [207; 208], но также изу­
чать новые классы сильнокоррелированных систем. Ярким примером могут
служить поверхностные наносистемы с 𝑠 и 𝑝 электронами: недавние исследо­
вания моттовских переходов в монослоях Sn на Ge(111) [209], подробное экспе­
риментальное и теоретическое изучение структуры, электронных и магнитных
свойcтв адатомов C, Si, Sn, Pb на подложке Si(111) [9; 210] и Sn на поверхности
SiC(0001) [211]. Схематически структура поверхностных наносистем изображе­
на на рисунке 4.1(а).

(а) (б)

(в)
Рисунок 4.1 — Примеры адатомных сильно коррелированных систем с 𝑠𝑝-электронами. (а)

Cхематическое представление атомной структуры поверхностной системы на
полупроводниковой подложке [212], (б) зонная структура адатомов C, Si, Sn, Pb на Si(111),
полученная при помощи LDA приближения [8], (в) зоны, полученные LDA+DCA (красные
линии) и результат, полученный ARPES (желто-оранжевая область) при T = 60 K [213].
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В данных соединениях возникает уникальная ситуация, когда, согласно
теоретическим расчетам методом LDA [8; 9; 214], наблюдается четко отделен­
ная узкая энергетическая зона на уровне Ферми с половинным заполнением
(рисунок 4.1(б)). Ранее подобная картина наблюдалась исключительно у соеди­
нений, включающих элементы с частично заполненной 𝑑-оболочкой, например
в Ba2IrO4 [215]. В свою очередь системы c 𝑠𝑝-электронами характеризуются го­
раздо более сильной гибридизацией атомных состояний, чем в случае 3𝑑 соеди­
нений, вследствие большей пространственной протяженности волновых функ­
ций. Учитывая это, формирование узкой отделенной зоны на уровне Ферми
представляется необычным.

В противовес теоретическим результатам, экспериментальные исследова­
ния [213], проводимые методом фотоэлектронной спектроскопии с угловым раз­
решением (Angle-resolved photoemission spectroscopy, ARPES ), показывают, что
при 𝑇 = 60 K в Sn/Si(111) наблюдаемая область лежит ниже уровня Ферми
(обозначена желто-оранжевым цветом на рисунке 4.1(в)), что свидетельствует
о том, что соединение не является металлом. Несогласованность результатов
ARPES и LDA говорит о том, что для корректного описания данных соедине­
ний необходимо учитывать электронные корреляции в системе. Одним из вари­
антов является учет локального кулоновского отталкивания в методе LDA+U.
При теоретическом описании поверхностных структур с 𝑠𝑝-электронами возни­
кает трудность, которая заключается в сильной делокализации функций Ванье,
описывающих состояния на уровне Ферми [9]. Поэтому возникает вопрос, каким
именно образом должен быть приложен потенциал U в случае, когда состояния
не локализованы на атоме. Одним из вариантов решения данной проблемы яв­
ляется описание решеточной задачи на модельном уровне. На рисунке 4.1(в)
представлено сравнение экспериментальных данных ARPES с теоретическими,
полученными методами LDA+DCA (Dynamical cluster approximation, динами­
ческое кластерное приближение [216], которое является приближением DMFT,
где рассматривается не единственный выделенный узел, а кластер узлов) для
Sn/Si(111) [213]. Совпадение данных в нижней части спектра подтверждает
предположение о том, что экспериментальные результаты хорошо воспроиз­
водятся теоретическими моделями, учитывающими кулоновские корреляции.
Кроме того, было установлено, что величина нелокального кулоновского оттал­
кивания 𝑉 сопоставима по величине с локальным параметром 𝑈 [8], и, в резуль­
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тате, параметр 𝑉 также должен учитываться, чтобы получить максимальное
реалистичное теоретическое описание данных материалов.

Таким образом, можно сказать, что очень важным является вопрос пра­
вильного и наиболее полного описания поверхностных 𝑠𝑝-систем. Поэтому в дан­
ной главе рассматривается влияние учета локальных электронных корреляций
и нелокальных кулоновских взаимодействий на электронные свойства поверх­
ностных 𝑠𝑝-систем при помощи расширенной теории динамического среднего
поля.

4.1 Особенности электронной структуры фторированного и
гидрогенизированного графена

Кроме кремниевых систем, описанных выше, сильные электрон-электрон­
ные корреляции в 𝑠𝑝-системах наблюдаются также в графене [61; 217]. Изучение
материалов на его основе является привлекательной областью исследования с
перспективой применения в спинтронике [218; 219]. Первопринципные иссле­
дования графеновых систем [220—222] позволяют описать микроскопическую
картину их электронной структуры только в основном состоянии. Поэтому обра­
ботка возбужденных состояний при помощи модельных гамильтонианов [223—
225] представляет собой следующий важный шаг в описании рассматриваемых
систем.

Основной целью данной главы является моделирование электронных
свойств систем на основе графена C2F и C2H. Система C2F, представляющая
монослой фтора на графене, вызывает особый интерес, так как была реализо­
вана в эксперименте [226], что позволяет проверить достоверность теоретиче­
ски получаемых результатов. С теоретической точки зрения [221; 226], атомы
фтора при данной концентрации могут упорядочиваться двумя способами: об­
разуя треугольную и квадратную подрешетки, называемые «chair» и «boat»
конфигурациями соответственно, изображенные на рисунке 4.2(а) и 4.2(б). В
теоретической работе [221] были рассмотрены оба варианта и при помощи DFT
предсказано, что структура «chair» является более выгодной по энергии, что
впоследствии было подтверждено экспериментально [226] (рисунок 4.2(в)).
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(а) (б)

(в)
Рисунок 4.2 — Графическое представление структуры C2F: (а) конфигурация «chair», вид

сверху (слева) и сбоку (справа); (б) конфигурация «boat», вид сверху (слева) и сбоку
(справа); (в) экспериментально полученные методом трансмиссионной (просвечивающей)
электронной микроскопии (слева) и смоделированные (справа) эквивалентные домены

структуры C2F для данной кофигурации. Рисунки заимствованы из статьи [226].

В диссертационной работе для гидрогенизированного графена была так­
же рассмотрена конфигурация «chair». На текущий момент для C2H экспери­
ментальных данных, аналогичных полученным для C2F, нет, однако были по­
лучены интересные результаты при рассмотрении одного атома водорода на
графене. Исследование методом сканирующей тунельной микроскопии, поддер­
жанное теоретическими расчетами при помощи DFT, использовалось для описа­
ния формирования магнитного момента при адсобции одного атома водорода на
графеновую подложку [227]. Оказалось, что значительную спиновую поляриза­
цию можно наблюдать на расстоянии вплоть до 3,5 нм от адатома водорода, что
свидетельствует о значительной делокализации магнитного состояния в данной
системе (рисунок 4.3).

На первом этапе исследования, представленного в диссертационной рабо­
те, были выполнены расчеты в приближении плоских волн, реализованном в
пакете QUANTUM-ESPRESSO [228]. Обменно-корреляционный потенциал рас­
сматривался в приближении LDA [229]. Для базиса плоских волн было при­
менено ограничение по энергии 50 Ry и для зарядовой плотности – 400 Ry, в
расчетах использовалать сетка 64× 64 𝑘-точек. Поверхностные слои были раз­
делены областью вакуума шириной 400 нм, и произведена полная релаксация
структуры. Для того, чтобы построить модельный гамильтониан в базисе функ­
ций Ванье, были получены максимально локализованные функции Ванье при
помощи процедуры, описанной в [66] и реализованной в пакете [230].



83

(а) (б)
Рисунок 4.3 — (а) Картина дифференциальной проводимости 𝑑𝐼/𝑑𝑉 (𝑥,𝐸) в зависимости

от пространственной координаты 𝑥 и энергии 𝐸, полученная методом сканирующей
тунельной микроскопии, (б) топографическая картина расположения атома водорода на
поверхности графена, пунктирной линией обозначена траектория движения щупа СТМ.

Рисунки заимствованы из статьи [227].

На рисунке 4.4 представлены плотности состояний и зонная структура
для соединений C2F (слева) и C2H (справа), полученные из LDA расчета (обо­
значены серым цветом) и для однозонной модели (обозначены зеленым и синим
цветами соответственно). Можно видеть, что на уровне Ферми действительно
формируется узкая зона, и оба соединения достаточно хорошо и полно описы­
ваются однозонной моделью. Это напоминает картину, наблюдаемую в кремни­
емых системах, поэтому ход исследования графеновых структур был выбран
аналогично.

ц
Рисунок 4.4 — Зонная структура и плотности состояний С2F (слева) и C2H (справа),

полученные из LDA расчета и однозонной модели [7].

Для дальнейшего изучения описываемых соединений было необходимо па­
раметризовать результаты DFT расчетов и провести рассмотрение на уровне
модели. Функции Ванье представлены на рисунке 4.5. Они центрированы на
несвязанном с адатомом атоме углерода (выделен красной точкой), что согла­
суется с результатами, полученными ранее [224]. Как можно видеть, функции
Ванье, также, как и в случае кремниевых систем, сильно делокализованы в ре­
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Рисунок 4.5 — Функции Ванье, описывающие зону на уровне Ферми в C2F (a), (б) и
C2H(в), (г). Функции Ванье центрированы на свободный атом углерода, обозначенный

красной точкой.

альном пространстве, что должно быть учтено при анализе экспериментальных
данных [231].

В результате параметризации были получены данные для величины ин­
теграллов перескока, локального и нелокального кулоновских параметров для
C2F и C2H соединений, которые представлены в таблице 4.1.

Таблица 4.1 — Величина интеграла перескока, локального и нелокального кулоновского вза­
имодействия (в эВ) для C2F и C2H [7], полученные параметризацией DFT расчетов. Визуа­
лизация интегралов перескока приведена на рисунке 4.6.

𝑡1 𝑡2 𝑡3 U V
C2F -0.232 0.006 -0.021 5.16 2.46
C2H 0.038 -0.114 -0.098 4.69 2.19

Рисунок 4.6 — Схематическое представление путей взаимодействия электронов между
ближайшими соседями в треугольной модели. Серыми сферами обозначены функции

Ванье, центрированные на несвязанных с адатомами атомах углерода.
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Используя базис функций Ванье и данные, полученные из DFT расчета,
мы можем перейти к решению решеточной задачи, используя теорию динами­
ческого среднего поля.

4.2 Решение уравнений DMFT для случая треугольной решетки

В предыдущей части были получены достаточно сложные решеточные
модели для описания соединений C2F и C2H, учитывающие интегралы пере­
скока электрона в пределах трех координационных сфер и локальные и нело­
кальные кулоновские взаимодействия в пределах первой. Данные параметры
необходимо учитывать в рамках расширенной модели Хаббарда. Ранее решение
уравнений DMFT для треугольной решетки уже было выполнено при помощи
квантового метода Монте-Карло на дискретном времени (Discrete Time QMC,
DTQMC) [232]. Поскольку разработанная в данном диссертационном исследо­
вании расчетная схема основана на методе точной диагонализации, первым ра­
зумным шагом является ее проверка и сравнение с предыдущими результатами.
Для этого был вопроизведен переход металл-изолятор Мотта при половинном
заполнении для конечной температуры при аналогичных параметрах, представ­
ленных в работе [232]. Модель Хаббарда в данном случае учитывает перескок
электрона только между ближайшими соседями в пределах первой координа­
ционной сферы. На рисунках 4.7(а) и 4.7(б) изображены графики плотности
состояний решетки для одинаковых параметров. Необходимо отметить, что точ­
ное совпадение результатов невозможно вследствие принципиального отличия
расчетных методов, однако наблюдается согласованное положение основных пи­
ков в режимах слабых и сильных корреляций. Исключением является область
вблизи фазового перехода: при использовании метода точной диагонализации
можно наблюдать расщепление центрального пика при меньших значениях па­
раметра локального кулоновского взаимодействия.

Амплитуда пиков в методе точной диагонализации может варьироваться
при помощи температурного размытия. Поскольку увеличение данного пара­
метра приводит к образованию рудиментных пиков, которые могут исказить
общий вид кривой, в представленных расчетах использовалось значение 𝑖𝜋/𝛽,
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где 𝛽 - обратная температура. В проведенных расчетах использовались 5 эффек­
тивных орбиталей фермионного резервуара, и одна орбиталь примеси. Наилуч­
шее совпадение можно видеть при отсутствии корреляций, что соответствует
параметрам 𝑈 = 0, 𝑇 = 0.2𝑡, и в режиме сильных корреляций при параметрах
𝑈 = 14𝑡, 𝑇 = 0.5𝑡. Необходимо отметить, что в области фазового перехода на­
блюдается различное поведение кривых, что является очевидным, поскольку
данная область является критической, расчетные схемы становятся неустойчи­
выми. Также решающим может оказаться то, с параметров для какого фазово­
го состояния (металлического или изоляторного) стартовало самосогласование
конкретного расчета. Основным отличием результатов, полученных методом
ED является то, что переход в фазу изолятора происходит при меньших зна­
чениях локальнокого кулоновского отталкивания 𝑈 , а именно при параметрах
𝑈 = 10𝑡, 𝑇 = 0.2𝑡, в то время как DTQMC дает металлическое решение. Это
может быть обусловлено дискретизацией фермионного резервуара и темпера­
турным размытием, используемым в леммановском представлении при постро­
ении функции Грина: если уменьшить размытие, то два пика, расположенные
вблизи уровня Ферми, образуют один, а хаббардовские зоны будут иметь более
гладкую форму. В результате можно сделать вывод, что схема решения, осно­
ванная на методе точной диагонализации, для модели Хаббарда, определенной
на треугольной решетке, при половинном заполнении качественно согласуется
с данными QMC, при рассмотрении системы вне окрестности фазового перехо­

(a) Квантовый метод Монте-Карло на
дискретном времени (б) Метод точной диагонализации

Рисунок 4.7 — Плотности состояний модели треугольной решетки в разных
корреляционных режимах, рассчитанные (а) квантовым методом Монте-Карло на

дискретном времени [232], (б) методом точной диагонализации. Красным прямоугольником
выделена область фазового перехода металл - изолятор. Все величины приведены в

единицах эВ, плотность состояний - в форм. ед. / эВ.
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да. Отдельно стоит отметить тот факт, что данные, с которыми проводилось
сравнение результатов ED, получены QMC на дискретном времени, что также
может играть роль в образовании пика на уровне Ферми в области фазового
перехода.

4.3 Учет локальных электронных корреляций и нелокальных
кулоновских взаимодействий при описании наносистем C2F и C2H

В данной части главы рассматривается влияние межузельных зарядовых
взаимодействий на электронные свойства систем C2F и C2H и более подробно
приведены детали проведения расчета. Векторы обратной решетки имеют коор­
динаты b1 =

{︁
−2𝜋; 2𝜋√

3

}︁
, b2 =

{︁
−2𝜋;− 2𝜋√

3

}︁
. Значение интеграла перескока 𝑡(k)

в обратном пространстве, используемое в расчетной схеме для трех координа­
ционных сфер, рассчитывается по формуле (4.1). Значение параметра 𝑉 (q) в
обратном пространстве рассчитывается аналогично, но включает в себя только
первое слагаемое, описывающее взаимодействие в пределах первой координаци­
онной сферы.
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Изначально для обоих соединений были проведены DMFT расчеты (𝑉 =

0) и построена плотность состояний (рисунок 4.8), графики которой можно
сравнить с полученными методом LDA (рисунок 4.4). Несмотря на то что тем­
пературы расчетов LDA (𝑇 = 0 эВ) и DMFT (𝑇 = 1/𝛽 = 0.01 эВ) отличаются,
температурными эффектами в данном сравнении можно пренебречь, поскольку
она существенно ниже, чем характерные использованные величины (интегралы
перескока и взаимодействия). Из рисунка 4.8 видно, что учет локальных элек­
тронных корреляций приводит к тому, что при низких температурах состоя­
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(а) C2F (𝑈 = 5.16 эВ) (б) C2H (𝑈 = 4.69 эВ)
Рисунок 4.8 — Плотности состояний, расчитанные при помощи DMFT при 𝑇 = 0.01 эВ.

Расчеты проведены для величины локального кулоновского взаимодействия 𝑈 , полученной
методом cRPA (указана в подписи к графику). Все величины приведены в единицах эВ,

плотность состояний - в форм. ед. / эВ.

ние систем определяется как изоляторное, в то время как LDA предсказывает
металлическое. Аналогичное разногласие также наблюдалось при рассмотре­
нии адатомов на кремниевой подложке, упоминавшихся выше, методами LDA
и DMFT+GW [8], что еще раз подчеркивает важность учета корреляций в по­
верхностных системах с 𝑠𝑝-электронами.

Чтобы рассмотреть влияние зарядовых взаимодействий на формирование
особенностей электронного спектра C2F в расширенной модели Хаббарда, по­
строеной на треугольной решетке, была решена упрощенная модель, в которой
учитывается зарядовое взаимодействие только с соседями в пределах первой ко­
ординационной сферы. На рисунке 4.9 приведены графики плотности состояний
для разных значений зарядового взаимодействия 𝑉 при величине локального
кулоновского отталкивания 𝑈 = 5.16 эВ, полученной методом cRPA, соответ­
ствующей основному состоянию [7], обратная температура принималась 𝛽 = 5,
𝛽 = 50 и 𝛽 = 100 эВ−1. При данных параметрах отношение 𝑈/𝑡 = 22.43, что
соответствует изолятору с широкой щелью. В работе [7] также была произведе­
на оценка параметра 𝑉 , величина которой составляет порядка 𝑈/2. Поскольку
данный параметр может варьироваться экспериментально в опытах с ультрахо­
лодными атомами, была произведена оценка влияния различной величины 𝑉

относительно 𝑈 на вид спектральной функции соединения C2F. В результате,
можно видеть, что увеличение параметра межузельного кулоновского взаимо­
действия в пределах от 𝑉 = 0 до 𝑉 = 0.9𝑈 приводит к сужению щели. Данный
факт свидетельствует о дополнительном экранировании локального параметра
в модели Хаббарда и позволяет предсказать, что в окрестности фазового пере­
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хода величина данного параметра может быть решающей и при достаточной
величине привести к смене фазового состояния.
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Рисунок 4.9 — Плотности состояний адатомной системы C2F для 𝑈 = 5.16 эВ, 𝑡 = 0.233 эВ
при значении обратной температуры 𝛽 = 5 эВ−1, 𝛽 = 50 эВ−1 и 𝛽 = 100 эВ−1. Все величины

приведены в единицах эВ, плотность состояний - в форм. ед. / эВ.

На рисунке 4.10 представлена фазовая диаграмма, демонстрирующая из­
менение границы фазового перехода металл-изолятор в расширенной моде­
ли Хаббарда, определенной на треугольной решетке, решаемой при помощи
EDMFT. Расчеты проводились с учетом нелокальных зарядовых взаимодей­
ствий между ближайшими соседями в пределах первой координационной сферы
при половинном заполнении. Диапазон значений параметра кулоновского оттал­
кивания на узле решетки 𝑈 выбирался таким образом, чтобы описать область,
близкую к фазовому переходу. Согласно полученным данным, представленным
на рисунке 4.7(б), фазовый переход при решении уравнений DMFT наблюдается
между 𝑈 = 10𝑡 и 𝑈 = 12𝑡. Поэтому в данной области значений 𝑈 были проведе­
ны расчеты с уменьшенным шагом. В результате, было выявлено, что фазовый
переход находится в 𝑈 = 10.8𝑡. В результате, в случае C2F граница фазового
перехода металл-изолятор не изменяется при учете бо́льшего количества коор­
динационных сфер и также соответствует значению локального кулоновского
отталкивания 𝑈 = 2.5 эВ.

Из диаграммы видно, что при учете нелокальных зарядовых взаимодей­
ствий в системе наблюдается тенденция к усилению делокализации электронов,
что выражается смещением границы в область бо́льших значений 𝑈 (зеленая
штрих-пунктирная линия). Данный факт согласуется с расчетами для моде­
ли Хаббарда на квадратной решетке, описанных в разделе 3.1. Также можно
заметить, что точка с параметрами 𝑈/𝑡 = 13.79 эВ и 𝑉/𝑡 = 10.77 эВ соот­
ветствует так называемой тройной точке, в окрестности которой расположены
сразу три фазы: металлическая, изоляторная и фаза зарядового упорядочения.
Данная точка является крайней в серии расчетов, так как при последующем
увеличении параметра 𝑉 для большего, но близкого по значению 𝑈 , переход в
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Рисунок 4.10 — Фазовая диаграмма в плоскости 𝑈 - 𝑉 расширенной модели Хаббарда на
треугольной решетке при половинном заполнении. Штрих-пунктирная зеленая линия
обозначает переход, полученный решением уравнений EDMFT, для C2F соединения с

учетом интегралов перескока для трех координационных сфер и кулоновского
взаимодействия с соседями в пределах первой. Шрихованная синяя линия представляет

границу фазового перехода, полученную методом GW+DMFT для поверхностных структур
адатомов C, Si, Sn, Pb на поверхности Si(111) [8].

металлическое состояние достигнут не был. Граница перехода в фазу зарядово­
го упорядочения не рассматривалась. Однако, аналогичное поведение расчета
наблюдалось при определении тройной точки на фазовой диаграмме 3.1 для
квадратной решетки, из чего можно сделать вывод о ее положении в данном
случае.

Для сравнения на графике приведена также граница перехода металл­
изолятор для Si(111): {C, Si, Sn, Pb} (обозначена синей пунктирной линией),
полученная методом GW+DMFT [8]. Атомная структура рассмотренных со­
единений: адатомов на подложке и адатомов на листе графена, – является
принципиально разной, но на модельном уровне в обоих случаях решалась рас­
ширенная модель Хаббарда с учетом нелокальных кулоновских параметров в
пределах первой координационной сферы. Поэтому наблюдаемая разница меж­
ду полученными границами возникает вследствие использования разных ап­
проксимаций и численных методов. Основное отличие EDMFT и GW+DMFT
заключается в том, что в первом подходе учитываются только нелокальные
взаимодействия, а во втором - в том числе нелокальные корреляции между
электронами. В случае EDMFT использовался метод точной диагонализации,
а в GW+DMFT - QMC, другими словами, можно было бы ожидать эффект
вследствие дискретизации энергетических спектров. Однако, как было показа­
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но ранее при рассмотрении квадратной решетки, ошибка численного метода
намного меньше ошибки теоретической аппроксимации и не может привнести
достаточный вклад, чтобы принципиально изменить вид фазовой границы.

Вследствие того, что в разработанной численной схеме использовалась эф­
фективной примесная модель с одним элементом, а не кластером узлов, нело­
кальные корреляции в рамках такой реализации не могут быть учтены. Таким
образом, можно предположить, что в рассмотренных 𝑠𝑝-структурах ощутимый
вклад также вносят нелокальные корреляции между электронами. Данный ре­
зультат является стимулом для дальнейшего развития разработанной числен­
ной схемы и может являться толчком для последующего ее усовершенствова­
ния.

4.4 Выводы к главе

В данной главе рассматривалось использование разработанной численной
схемы решения уравнений расширенной теории динамического среднего поля в
применении к поверхностным 𝑠𝑝-системам. В результате проведенного исследо­
вания было выявлено, что модели, игнорирующие многоэлектронные эффекты,
описывают такие соединения некорректно. При рассмотрении поверхностных
графеновых структур C2F и C2H при помощи теории динамического средне­
го поля данные соединения определяются как изоляторные, в то время как
LDA расчет предсказывает их металлическое поведение. Кроме того, учет нело­
кальных зарядовых взаимодействий в 𝑠𝑝-системах важен, поскольку приводит
к сужению запрещенной зоны. Также была получена фазовая граница металл­
изолятор для расширенной модели Хаббарда, определенной на треугольной ре­
шетке, методом EDMFT и проведено сравнение с данными, полученными при
решении аналогичной решеточной задачи методом GW+DMFT. В результате
было выявлено, что учет нелокальных взаимодействий в данного рода системах
крайне важен и дает более точное описание, но может оказаться недостаточным
вследствие неучета нелокальных корреляций между электронами.

Изложенные в данной главе результаты опубликованы в статье [7].
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Заключение

В данной работе были исследованы модельные и реальные системы, харак­
теризующиеся сильными локальными кулоновскими корреляциями. Для этого
был разработан метод решения уравнений расширенной теории динамического
среднего поля на основе метода точной диагонализации. И там, где это было
возможно, выполнялось сравнение с разными методами, результаты которых
были получены ранее.

Основные результаты работы заключаются в следующем:
1. Был разработан численный подход решения уравнений расширенной

теории динамического среднего поля, основанный на методе точной
диагонализации, что позволило описывать сильно коррелированные си­
стемы в широком диапазоне модельных параметров.

2. Сравнение с данными, полученными квантовым методом Монте-Карло
показало, что разработанная схема устойчива во всех корреляционных
режимах и дает качественно и количественно верный результат. Анализ
дискретизиции бозонного резервуара в эффективной примесной моде­
ли показал, что минимальное необходимое количество эффективных
уровней составляет не менее двух при рассмотрении зарядовых взаимо­
действий, и три для случая обменных взаимодействий.

3. Было исследовано влияние нелокальных зарядовых и обменных взаи­
модействий на электронные свойства модельной системы, описываемой
расширенной моделью Хаббарда, определенной на квадратной решет­
ке. В случае расмотрения межузельных кулоновских взаимодействий
наблюдается тенденция к сохранению металлического поведения систе­
мы и, наоборот, при учете обменных, - к более изоляторному. В обо­
их случаях наблюдаются низкоэнергетические возмущения в функции
восприимчивости системы, что отражает важность учета нелокальных
взаимодействий в системе.

4. При помощи разработанной схемы была решена задача описания заря­
довых нелокальных взаимодействий в расширенной модели Хаббарда,
определенной на треугольной решетке, при половинном заполнении.
В результате была построена граница фазового перехода металл-изо­
лятор с учетом зарядовых взаимодействий с ближайшими соседями в
пределах первой координационной сферы.
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5. С помощью предложенного подхода стало возможным проведение реа­
листичного моделирования электронных и магнитных свойств кристал­
лов и поверхностных наносистем при конечных температурах с учетом
межузельных зарядовых и магнитных взаимодействий.

Рекомендации и перспективы дальнейшей разработки темы. В
дальнейшем результаты данной диссертационной работы могут быть использо­
ваны при исследовании электронных и магнитных свойств поверхностных на­
носистем с сильными электрон-электронными корреляциями путем проведения
современных численных экспериментов в рамках расширенной теории динами­
ческого среднего поля. Существенная экономия необходимых вычислительных
ресурсов и расчетного времени характеризует метод точной диагонализации как
достойный аналог квантовому методу Монте-Карло, позволяющий описывать
системы в широком диапазоне параметров. Наилучшие результаты могут быть
получены при использовании данных расчетных методов совместно. Выводы,
сделанные относительно рассмотренных в данной работе поверхностных нано­
систем, могут быть полезными для дальнейшего исследования особенностей со­
единений этого класса, наблюдаемых экспериментально, способствуя развитию
технологий в области хранения и обработки информации.
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Lett. — 2015. — June. — Vol. 114, issue 24. — P. 247602.

212. Schuwalow S., Grieger D., Lechermann F. Realistic modeling of the elec-

tronic structure and the effect of correlations for Sn/Si(111) and Sn/Ge(111)

surfaces // Phys. Rev. B. — 2010. — July. — Vol. 82, issue 3. —

P. 035116.



116

213. Magnetic order in a frustrated two-dimensional atom lattice at a semicon-
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