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ВВЕДЕНИЕ 

 

Актуальность работы  

Возможность точного предсказания вязкости силикатных расплавов – задача, стоящая 

перед учеными и инженерами уже несколько десятилетий и до сегодняшнего дня не потерявшая 

своей актуальности. Помимо теоретического интереса – влияние сложной внутренней структуры 

силикатных расплавов на вязкость не позволяет использовать подходы, эффективные для 

расплавов металлов, задача имеет большое практическое значение. В металлургии вязкость 

силикатных расплавов имеет непосредственное влияние на процесс выпуска шлака, отделение 

металла от шлака, эффективность флюсов при непрерывном литье, в значительной мере 

определяя качество выплавляемого металла и расход энергоносителей. В энергетике вязкость 

шлака является одним из ключевых факторов, определяющих оптимальные условия работы 

угольных газификаторов, где с вязкостью связаны такие процессы, как налипание капель, 

течение и выпуск шлака, разрушение огнеупора. Таким образом, возможность доопытного 

определения достоверных значений вязкости при заданных условиях позволит подбирать 

оптимальные условия при выплавке металла, продлить срок службы печей и газификаторов, 

снизить энергозатраты. 

При экспериментальном определении вязкости многокомпонентных силикатных 

расплавов часто возникают серьезные трудности, связанные с высокими температурами, 

химической активностью компонентов расплава, очень высокими значениями вязкости, 

фазовыми превращениями и др. Кроме того, такие эксперименты довольно дороги и требуют 

много времени. Все это накладывает существенные ограничения на возможность использования 

экспериментальных методов для определения вязкости природных и промышленных 

многокомпонентных силикатных расплавов при заданных условиях. Альтернативой 

экспериментального определения вязкости может служить ее прогнозирование на основе как 

физико-химических, так и математических моделей. Несмотря на значительное количество 

экспериментальных данных измерений вязкости силикатных систем, до сих пор не существует 

модели, применимой как в широком диапазоне химических составов, так и в интервале 

температур, включающем не только жидкие, но и переохлажденные шлаки. Исходя из наличия 

экспериментальной информации, а также в связи с ростом доступности применения подходов 

машинного обучения к научным и прикладным задачам, возникает вопрос о возможности 

использования данных методов к моделированию вязкости. 

В настоящей работе представлено и проанализировано три метода моделирования 

вязкости силикатных расплавов, включающих традиционный физический подход, 

представленный модификацией модели Аврамова, и два метода машинного обучения – 



5 
 
линейную регрессию и нейронную сеть. Предложена модель коллектива, объединяющая 

разработанные подходы. Система SiO2 – Al2O3 – CaO – Na2O – K2O, исследуемая в работе, 

определена в соответствии с результатами анализа шлаков медеплавильного производства. 

Оксиды системы входят в состав широкого спектра металлургических шлаков, а также являются 

основой для силикатных систем, применяемых в производстве промышленных стекол оконного, 

посудного, медицинского, строительного назначения и др. 

 

Цели и задачи работы  

Основной целью работы является разработка модели вязкости, применимой в широком 

интервале химических составов и диапазоне температур, включающем как жидкие, так и 

переохлажденные расплавы. 

Для достижения данной цели были поставлены следующие задачи: 

1 Разработка физико-химической модели вязкости для системы SiO2 – Al2O3 – Na2O 

– K2O и ее подсистем; 

2 Оценка возможности применения методов машинного обучения для 

моделирования вязкости силикатных расплавов; 

3 Разработка и сравнение выбранных подходов машинного обучения для описания 

вязкости многокомпонентной системы SiO2 – Al2O3 – CaO – Na2O – K2O. 

 

Научная новизна диссертационной работы: 

 Представлена модификация модели Аврамова для физико-химического моделирования 

вязкости силикатных расплавов в системе SiO2 – Al2O3 – Na2O – K2O, позволяющая 

прогнозировать вязкость в полном диапазоне составов и в интервале температур от 

переохлажденных до полностью жидких расплавов. Модель обладает значением средней 

абсолютной ошибки на 60% меньшим по сравнению с предыдущей модификацией модели 

Аврамова [1], таким образом предлагая существенное увеличение точности моделирования 

вязкости. 

 Разработана модель на основе метода множественной линейной регрессии, описывающая 

вязкость шлаков в многокомпонентной системе SiO2 – Al2O3 – CaO – Na2O – K2O в полном 

интервале составов и диапазоне температур от переохлажденных до полностью жидких 

расплавов. Полученная модель немногим уступает в точности разработанной модификации 

модели Аврамова, однако при этом требует меньше времени на разработку и расширение и 

не использует структурной информации. 

 Разработана модель вязкости силикатных расплавов на основе искусственной нейронной 

сети, описывающая вязкость шлаков в многокомпонентной системе SiO2 – Al2O3 – CaO – Na2O 
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– K2O. Модель позволяет наиболее точно описать имеющиеся экспериментальные данные, 

обладая средней абсолютной ошибкой моделирования меньшей на 33 и 36 % по сравнению с 

предложенной модифицированной моделью Аврамова и моделью линейной регрессии, 

соответственно. 

 Представлена модель коллектива, объединяющая разработанные методы и сравнимая по 

точности с моделью нейронной сети, при этом обладающая большей интерпретируемостью 

за счет включения в состав модифицированной модели Аврамова и модели линейной 

регрессии. 

 

Положения, выносимые на защиту: 

 Модификация модели вязкости силикатных расплавов Аврамова и полученные 

зависимости вязкости от состава и температуры для системы SiO2 – Al2O3 – Na2O – K2O; 

 Модель вязкости силикатных расплавов, разработанная на основе метода множественной 

линейной регрессии, полученные моделью зависимости вязкости от состава и 

температуры для системы SiO2 – Al2O3 – CaO – Na2O – K2O; 

 Архитектура модели искусственной нейронной сети, разработанной для моделирования 

вязкости силикатных расплавов, полученные моделью зависимости вязкости от состава и 

температуры для системы SiO2 – Al2O3 – CaO – Na2O – K2O. 

 

Практическая значимость работы 

Разработанные модели позволяют оценивать вязкость не только полностью жидких, но и 

переохлажденных силикатных расплавов, тем самым расширяя температурный интервал 

применимости по сравнению с другими существующими методами. 

В то время как разработанная модификация модели Аврамова может быть рекомендована 

для использования в составе термодинамического программного обеспечения, предложенные 

модели, построенные на основе методов машинного обучения, могут быть полностью 

реализованы на базе открытого программного обеспечения. 

При дальнейшем расширении предложенные модели могут быть рекомендованы для 

применения на предприятиях металлургической, стекольной и энергетической отраслей с целью 

повышения эффективности технологических процессов, связанных с использованием 

силикатных расплавов. 
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Личный вклад автора 

 Личный вклад автора состоит в поиске и анализе литературы по теме диссертации; 

выполнении основного объема работ, связанных с подготовкой экспериментальных данных, 

определением эффективных методов моделирования, расчетов физическими и математическими 

методами, планировании и постановке конкретных задач диссертации на всех этапах ее 

выполнения; в обсуждении результатов; подготовке публикаций и докладов.  

 

Апробация работы  

 Основные результаты работы были представлены и обсуждены на следующих научных 

конференциях:  

1. Международная конференция по вычислительной термодинамике CALPHAD 

XLIV, 31 мая – 5 июня 2015, Лоано, Италия; 

2. VANYUKOV INTERNATIONAL SYMPOSIUM — Международный Симпозиум 

Ванюкова 2015, 4 – 9 октября, Анталия, Турция; 

3. Международная конференция по жидким шлакам, флюсам и солям MOLTEN 

2016, 22 – 26 мая 2016, Сиэтл, США. 

По материалам диссертационной работы опубликовано 6 работ, в том числе 2 статьи в 

рецензируемых журналах, входящих в перечень ВАК РФ, тезисы к докладам, представленным на 

международных конференциях, 1 публикация обзора силикатной системы в Materials Science 

International Services. 

 

Структура и объем диссертации 

Диссертация состоит из введения, 6 глав, двух приложений и библиографии из 152 

наименований. Общий объем диссертации — 160 страниц, из них 120 страница текста, включая 

76 рисунков и 15 таблиц. 

 

Достоверность научных результатов  

Достоверность полученных экспериментальных и расчетных результатов обеспечивается 

их внутренним согласием, использованием аттестованных измерительных установок и приборов, 

соответствием результатам проводившихся ранее исследований. Результаты работы 

опубликованы в международных рецензируемых журналах. Текст диссертации и автореферат 

проверен на отсутствие плагиата с помощью программы «Антиплагиат» (http://antiplagiat.ru) 
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ГЛАВА 1 АНАЛИТИЧЕСКИЙ ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ 

 

1.1 Вязкость 
 

Вязкость, также называемая внутренним трением, — это свойство текучего тела оказывать 

сопротивление перемещению одной его части относительно другой. Работа, проделываемая при 

вязком течении вещества, рассеивается в виде тепла [2].  

По типу зависимости вязкости от скорости сдвига жидкости разделяют на ньютоновские 

и неньютоновские. К первым относятся жидкости, в которых вязкость остается постоянной при 

изменении скорости сдвига, а отношение скорости сдвига и напряжения сдвига выражается 

линейной функцией, ко вторым — жидкости, в которых вязкость изменяется с изменением 

скорости сдвига, а отношение напряжения сдвига и скорости сдвига выражается нелинейной 

функцией. Распространенные типы неньютоновских жидкостей приведены в таблице 1. 

 

Таблица 1 — Типы неньютоновских жидкостей 

Тип поведения  Описание Пример материала 
Вязкоупругое Комбинация упругого и вязкого 

поведения 
Некоторые лубриканты, 
аморфные полимеры, битум 

Дилатантное Вязкость возрастает при увеличении 
скорости деформации сдвига  

Суспензия кукурузного 
крахмала в воде и т. д. 

Псевдопластичное Вязкость уменьшается при увеличении 
напряжения сдвига 

Лак для ногтей, кетчуп, 
кровь, песок в воде и т. д. 

Бингамовская 
жидкость 

Ведет себя как твердое тело при низком 
напряжении сдвига и как ньютоновская 
жидкость при высоком 

Масляные краски, зубная 
паста, майонез и т. д. 

Реопексия Вязкость увеличивается с течением 
времени приложения напряжения сдвига 

Чернила для принтера, 
гипсовая паста и т. д. 

Тиксотропия Вязкость уменьшается с течением 
времени приложения напряжения сдвига 

Йогурт, арахисовое масло, 
желатиновые гели, и т. д. 

 

В рамках данной работы рассматривается ньютоновская жидкость, а под термином 

«вязкость» подразумевается динамическая вязкость η (Па∙с), являющаяся коэффициентом 

линейной зависимости в законе вязкости Ньютона: 

 

 𝜏 = 𝜂
𝑑𝑣

𝑑𝑛
 (1) 

 

где τ — касательное напряжение внутреннего трения жидкости, 
ௗ௩

ௗ
 — градиент скорости между 

смежными слоями жидкости. 
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1.2 Структура силикатных расплавов 

 

Структурная единица силикатных расплавов и стекол представляет собой тетраэдр, 

состоящий из иона Si4+ окруженного четырьмя ионами O2- (рисунок 1).  

 

 

Рисунок 1 — Тетраэдр SiO4  

 

В силикатах и их расплавах Si — тетраэдры соединены в сетеподобные структуры через 

атомы кислорода, при этом кислород в связи Si – O – Si, сокращенно обозначаемой как Si – Si, 

называется мостиковым кислородом (МК). Кремний соединен с кислородом сильной 

ковалентной связью, что предполагает высокие температуру плавления и вязкость чистого SiO2, 

однако эта связь может быть разрушена введением в расплав таких оксидов металлов, как Na2O, 

CaO, Al2O3 и др. Кислород в связи Si – O – Me называется концевым или немостиковым 

кислородом (НМК), а кислород, не связанный с ионом кремния, называется свободным 

кислородом (СК). Пример распределения связей Si – Si, Si – Al и Al – Al для системы AlO1,5 – 

SiO2 (в соответствии расчетами квазихимической моделью [3]) приведен на рисунке 2.  

Оксиды, входящие в состав силикатных шлаков, могут быть разделены в зависимости от 

содержания кислорода на три химические группы: структурообразователи, модификаторы и 

амфотерные оксиды [4]. 

Структурообразователи (например, SiO2, B2O3, GeO2) отличаются тенденцией к 

образованию сложных структур с большим количеством связей, и, как следствие, высокой 

вязкостью. 

Модификаторы (Na2O, K2O, CaO и др.) разбивают мостиковые связи и модифицируют 

структуру силикатов, снижая вязкость. Различные модификаторы демонстрируют различное 

модифицирующее поведение. Процесс образования немостиковых кислородных связей в шлаках 

с введением оксидов-модификаторов схематически показан на рисунке 3. Чтобы компенсировать 

разницу зарядов, созданную разрывом связи МК, необходимы два щелочных катиона (рисунок 
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3а) — каждый превращает связь МК в связь НМК, при этом два силикатных тетраэдра все еще 

взаимодействуют электростатически. Катионы щелочных металлов в силикатных расплавах 

обладают большой подвижностью, в то время как катионы щелочноземельных (рисунок 3б) и 

амфотерных оксидов (рисунок 3в), когда те играют роль модификаторов, значительно менее 

мобильны и могут препятствовать диффузии других ионов, тем самым увеличивая химическую 

устойчивость стекла [5]. Разрушение мостиковых связей, вызванное добавлением низких 

концентраций модификаторов к полимеризованной структуре SiO2, приводит к резкому 

понижению вязкости — так называемому «эффекту проскальзывания» [6], который наиболее 

ярко выражен в силикатных системах с оксидами щелочных металлов. 

 

 

Рисунок 2 — Распределение связей Si – Si, Si – Al и Al – Al для системы AlO1.5 – SiO2 при 

T=1600 °C [3] 

 

 

а) Щелочные оксиды; б) Щелочноземельные оксиды; в) Al2O3 

Рисунок 3 — Образование немостиковых связей в шлаках с введением оксидов-модификаторов 
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Амфотерные оксиды (например, Al2O3, Fe2O3) могут вести себя как 

структурообразователи или модификаторы в зависимости от состава расплава. Несмотря на 

неспособность амфотерных оксидов (Al3+, Fe3+) самостоятельно создавать полимеризованную 

структуру, заряд катиона амфотерного оксида может быть компенсирован зарядом катиона 

щелочного (Na+, K+ и т. д.) или щелочноземельного (Ca2+, Mg2+) оксида, в результате чего 

образуется так называемый квазитетраэдр, играющий роль структурообразователя. Процесс 

образования подобных квазитетраэдров на примере оксида Al2O3 схематически 

проиллюстрирован на рисунке 4. Из рисунка видно, что соединения MeAlO2 и MeAl2O4, в 

противоположность оксидам Me2O и MeO, разбивающим сетеподобную структуру оксида 

кремния, способны создавать собственную полимеризованную структуру и встраиваться в 

имеющуюся структуру SiO2. Образование подобных квазитетраэдров приводит к повышению 

вязкости, называемому эффектом компенсации заряда.  

 

 

а) Щелочными оксидами; б) Щелочноземельными оксидами 

Рисунок 4 — Компенсация заряда Al3+ 
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1.3 Моделирование вязкости 
 

Подходы, применяемые для моделирования вязкости силикатных шлаков, лежат в спектре 

от чисто эмпирических до комплексных физических моделей [7 – 10]. По сравнению с полностью 

эмпирическими моделями (например, модель Боттинги и Вэйла), представляющими собой 

подходящее математическое описание выбранных экспериментальных данных, 

полуэмпирические модели (например, модель Шоу) описывают зависимость вязкости от 

температуры физически обоснованными уравнениями, в то время как зависимость от состава 

описывается эмпирически. В физических моделях как температурные, так и зависимости от 

состава описываются уравнениями, которые представляют собой обоснованную физически или 

химически зависимость (например, модифицированная модель Аррениуса, квазихимическая 

модель вязкости и др.). Несмотря на то, что такие модели относятся к физическим, они 

полагаются на настраиваемые параметры для описания экспериментальных данных.  

Также модели можно разделить по возможности описания зависимости вязкости от 

состава. Выделяют модели, описывающие только температурную зависимость и модели, 

описывающие, как температурную, так и зависимость вязкости от состава. Последний класс, в 

свою очередь, делится на две группы — модели, использующие химический состав, и модели, 

использующие структурную информацию для описания вязкости.  

 

 

1.3.1 Модели, описывающие температурную зависимость вязкости 
 

Попытки описать температурную зависимость вязкости текучих тел предпринимались с 

конца 19 века, когда Аррениус предложил модель, рассматривающую зависимость скорости 

реакции от температуры. С тех пор было разработано большое количество других моделей, 

наиболее заметные из которых представлены ниже. 

 

 

1.3.1.1 Модель Аррениуса 

 

Модель вязкости Аррениуса [11], основанная на уравнении Аррениуса, выражающем 

зависимость скорости реакции от температуры, часто используется для описания зависимости 

вязкости от температуры для полностью жидких шлаков и записывается следующим образом: 

 

 ln η = A +  
B

T
 (2) 
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где A и B — константы, зависящие от состава, а T — температура. В соответствии с теорией 

абсолютных скоростей реакций Эйринга [12], движение структурных единиц жидкости 

происходит при преодолении ими определенного энергетического барьера — энергии активации 

Ea, в связи с чем уравнение Аррениуса также может быть переписано в следующей форме [13]: 

 

 ln η = Aୟ +
Eୟ

R ⋅ T
 (3) 

 
где Aa и Ea — константы, зависящие от состава, T — температура, а R — газовая постоянная. 

Несмотря на широкое применение уравнений данного типа для описания вязкости, известно, что 

зависимость ln(η) от 
ଵ


 отклоняется от линейной [14] и не подходит для описания вязкости в 

диапазоне температур, включающем как полностью жидкие, так и переохлажденные силикатные 

расплавы. 

 

 

1.3.1.2 Модель Вэймана - Френкеля 

 

Модель вязкости Вэймана - Френкеля [15, 16] основана на дырочной теории жидкости [17, 

18], и предполагает, что жидкость имеет квазикристаллическое строение. В упрощенном виде 

модель может быть выражена следующим образом: 

 

 log η = log A + log T +
B

T
 (4) 

 
где A и B — константы, зависящие от состава, а T — температура. По сравнению с уравнением 

модели Аррениуса, в уравнении (4) присутствует дополнительный компонент — log(T). В [19] 

замечено, что расчетные значения вязкости в соответствии с уравнениями (3) и (4) в диапазоне 

температур, соответствующем полностью жидким шлакам, отличаются незначительно ввиду 

малого изменения log(T) с температурой.  

 

 

1.3.1.3 Модель Фогеля - Фулчера - Тамманна (VFT) 

 

Модель Фогеля - Фулчера - Тамманна (VFT) была разработана эмпирически, независимо 

Фогелем [20], Фулчером [21], Тамманом и Хессом [22]. В сравнении с уравнением Аррениуса в 

модель вводится дополнительный параметр С: 
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 ln η = A +
B

T − C
 (5) 

 
где A, B и C — константы, зависящие от состава, а T — температура. Позже было показано [23], 

что модель может быть выведена исходя из теории свободного объема. Также Мауро и др. [24] 

было отмечено, что модель обладает систематическими отклонениями расчетной вязкости от 

экспериментальной при экстраполяции в область низких температур.  

 

 

1.3.1.4 Модель Бокриса - Рэдди 

 

Модель Бокриса - Рэдди [25] разработана на основе дырочной теории жидкости [17, 18] и 

предположении, о том, что внутреннее трение в жидкости возникает в результате передачи 

момента между слоями жидкости при перемещении вакансий из одного слоя в другой. Модель 

выражается уравнением: 

 η =
2

3
n୦⟨r୦⟩ ⋅ (2πmkT)

ଵ
ଶ ⋅ exp ൬

E

RT
൰ (6) 

 
где nh — число вакансий на единицу объема, ⟨r୦⟩ — средний радиус вакансий, m — масса ионной 

единицы, k — постоянная Больцмана, T — температура, E — энергия вязкого течения ионной 

единицы, R — газовая постоянная.  

 

 

1.3.1.5 Модель AM 

 

Модель AM [26] разработана Аврамовым и Милчевым, основываясь на предположении, 

что энергия активации движения структурных единиц может быть описана статистическим 

распределением, дисперсия которого связана со значением полной энтропии. Согласно модели, 

вязкость обратно пропорциональна частоте термически активируемого перескока структурных 

единиц жидкости. Подход, предложенный Аврамовым и Милчевым, включает в уравнение 

вязкости параметр хрупкости расплава α, позволяющий учитывать отклонения вязкости оксидов 

от линейной зависимости ln(η) от ቀ
ଵ


ቁ и в линейной форме может быть записан следующим 

образом: 

 

 ln η = A + ൬
B

T
൰



 (7) 
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где A и B зависят от состава, а α — параметр хрупкости расплава. Термин «хрупкость расплава» 

был введен Энджеллом [27] и выражает изменение энергии активации вязкого течения в 

зависимости от температуры. Модель АМ описывает температурную зависимость вязкости 

силикатных расплавов в диапазоне температур от переохлажденных до полностью жидких 

расплавов. 

 

 

1.3.1.6 Модель Адама - Гиббса 

 

Модель Адама - Гиббса [28, 13] связывает вязкость с конфигурационной энтропией 

расплава, основываясь на предположении, что вязкое течение в жидкости возникает за счет 

взаимных перестановок структурных составляющих жидкой фазы и выражается уравнением: 

  

 log η = A +
B

T ⋅ Sୡ୭୬(T)
 (8) 

 

где A и B — константы, зависящие от состава, T — температура, Sconf — конфигурационная 

энтропия, выражаемая следующим уравнением: 

 

 Sୡ୭୬(T) = Sୡ୭୬(T୰ୣ) + 
C୮

ୡ୭୬

T
dt



౨

 (9) 

 

где Tref — эталонная температура (температура стеклования), 𝑆൫𝑇൯ — конфигурационная 

энтропия при эталонной температуре Tref, а конфигурационная теплоемкость 𝐶
 выражается 

уравнением: 

 

 𝐶


= 𝐶


− 𝐶
௦௦ (10) 

 

где 𝐶
 и 𝐶

௦௦ — теплоемкости в жидком и стеклообразном состоянии соответственно. Модель 

Адама - Гиббса позволяет описывать зависимость вязкости от температуры в диапазоне 

вязкостей от 1 до 1012 Па∙с. 

 

1.3.1.7 Модель Эйринга 

 

Модель Эйринга [12], разработанная в 1940-х годах на основе теории абсолютных 

скоростей реакций и статистической механики, описывается уравнением (11): 
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 𝜂 =
ℎ𝑁

𝑉
⋅ 𝑒𝑥𝑝 ൬

𝛥𝐺

𝑅𝑇
൰ (11) 

 
где h — постоянная Планка, NA — число Авогадро, V — молярный объем, ∆G — энергия 

активации вязкого течения, R — газовая постоянная, T — температура. В жидкости в состоянии 

покоя отдельные молекулы постоянно находятся в движении, однако их движение по большей 

части ограничено их ближайшими соседями, образующими ячейку вокруг рассматриваемой 

молекулы. Согласно Эйрингу, частота преодоления заданной структурной единицей барьера 

энергии активации вязкого течения может быть выражена как: 

 

 𝑣 =
𝑘𝑇

ℎ
𝑒𝑥𝑝 ൬

−𝛥𝐺

𝑅𝑇
൰ (12) 

 
где k = R / NA — постоянная Больцмана. Приняв, что частота перескока обратно пропорциональна 

вязкости, уравнение (11) следует из уравнения (12). Уравнение модели Эйринга может быть 

представлено в виде уравнения типа Аррениуса. 

 

 

1.3.1.8 Модель Сандитова 

 

Модель Сандитова [29] основана на предположении Немилова [30] о том, что вязкое 

течение является активируемой сменой валентных связей между атомами, согласно которому 

свободная энергия активации состоит из потенциала смены валентной связи и потенциала 

конфигурационного изменения структуры вокруг сменяемой связи. В соответствии с моделью 

Сандитова вязкость выражается уравнением (13): 

 

 𝜂 = 𝜂 𝑒𝑥𝑝 ൜
𝛥𝐹ஶ

𝑘𝑇
+ 𝑒𝑥𝑝 ൬

𝛥𝜀

𝑘𝑇
൰ − 1൨ൠ (13) 

 
где η0 — вязкость при T→ ∞, ∆εe — энергия делокализации атома, ∆F∞ — предел свободной 

энергии активации вязкого течения при T → ∞, k — постоянная Больцмана. Модель описывает 

зависимость вязкости от температуры в широком диапазоне температур, включающем 

температуры стеклования. Согласно модели, значительное увеличение энергии активации 

вязкого течения в области перехода жидкость-стекло объясняется структурными изменениями, 

возникающими в результате критического смещения мостиковых атомов кислорода и 

ограничивающими локальную упругую деформацию структурной сетки. 
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1.3.1.9 Модель Доремуса 

 

Модель Доремуса [31, 32] основана на предположении, что вязкое течение в аморфных 

материалах опосредовано дефектами сетки структурообразователя (SiO2), которые принимаются 

в качестве квазичастиц, называемых конфигуронами. В работе Ожована [32] показано, что 

вязкость аморфного материала связана непосредственно с термодинамическими параметрами 

конфигурона через уравнение: 

 

 𝜂(𝑇) = 𝐴ଵ𝑇 1 + 𝐴ଶ 𝑒𝑥𝑝 ൬
𝐵

𝑅𝑇
൰൨ 1 + 𝐶 𝑒𝑥𝑝 ൬

𝐷

𝑅𝑇
൰൨ (14) 

где 

 

A1 = k/6πrD0  

A2 = exp(−Sm/R)  

B = Hm  

C = exp(−Sd/R) 

D = Hd 

D0 = f gλ2Ɀp0ν0 

(15) 

 
где Hm и Sm — энтальпия и энтропия движения дефектов сетки, Hd и Sd — энтальпия и энтропия 

образования дефектов сетки, λ — средняя длина прыжка конфигурона, f — фактор корреляции, 

g — геометрический фактор, близкий к 1/6, Ɀ — число ближайших соседей, p0 — 

конфигурационный фактор, ν0 — частота вибраций конфигурона, R — газовая постоянная, k — 

постоянная Больцмана.  

Данная модель позволяет описывать зависимость вязкости от температуры как для 

полностью жидких, так и переохлажденных шлаков. 

 

 

1.3.2 Модели, использующие химический состав для описания вязкости 

 

Модели, использующие химический состав для описания вязкости, в значительной 

степени более универсальны по сравнению с моделями, описывающими только температурную 

зависимость вязкости. Несмотря на то, что структурные модели зачастую превосходят модели, 

использующие химический состав для описания вязкости, в точности прогнозов и размере 

интервалов составов и температур, в которых применима модель, последние широко 

используются для описания вязкости силикатных расплавов ввиду своей доступности. 
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1.3.2.1 Модель Боттинги - Вейла 

 

Боттинга и Вейл в 1972 году предложили модель [33] для описания зависимости вязкости 

от химического состава, основанную на правиле смеси Аррениуса, согласно которому вязкость 

системы равна сумме вкладов в вязкость ее составляющих компонентов: 

 

 𝑙𝑛 𝜂 =   𝑋𝐷



 (16) 

 
где Xi — мольная доля i-го компонента, Di — константа, ассоциированная с компонентом в 

ограниченном интервале составов. Для описания двойственной природы поведения Al2O3 были 

выделены следующие компоненты — KAlO2, NaAlO2, CaAl2O4 и MgAl2O4 и т.д., мольная доля 

которых рассчитывалась, на примере K2O, из предположения, что при введении в систему одного 

моля Al2O3 и одного моля модифицирующего оксида в системе образуется 2 моля KAlO2, в то 

время как оставшиеся доли Al2O3 или K2O, не компенсированные вторым оксидом, принимались 

как мольные доли соответствующих оксидов. При этом порядок компенсации заряда Al2O3 

принимался следующим: K2O, Na2O, BaO, SrO, CaO, MgO, MnO. Коэффициенты Di подбирались 

для разных составов с шагом около 10 мол. % и для разных температур с шагом 50 градусов. 

Результаты моделирования были представлены в виде таблиц, где для заданных состава и 

температуры приводились оптимизированные коэффициенты. Также в работе отмечено, что 

часть имеющейся экспериментальной информации не может быть описана при введении 

температурной зависимости вязкости типа Аррениуса.  

 

 

1.3.2.2 Модель Шоу 

 

Модель Шоу [34], основанная на работе Боттинги и Вейла [33], связывает вязкость 

многокомпонентных шлаков с вязкостью чистого SiO2 через уравнения: 

 

 𝑙𝑜𝑔 𝜂 = 𝛼 ⋅
10ସ

𝑇
− 𝑐் ⋅ 𝛼 + 𝑐ఎ 

 

(17) 

 𝛼 =
𝑋ௌைమ

⋅ ∑(𝑋 ⋅ 𝛼
)

1 − 𝑋ௌைమ

 (18) 

 
где 𝑐் и 𝑐ఎ — координаты инвариантной точки пересечения кривой вязкости шлака и чистого 

SiO2, α — наклон кривой вязкости, 𝛼
 — константа. Шоу показал, что значительные отклонения 
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от экспериментальных данных могут быть получены моделью для значений вязкости более 

107 Па∙с. 

 

 

1.3.2.3 Модель Лакатоса 

 

Лакатос предложил модель вязкости [35], использующую температурную зависимость 

типа VFT и выражающую коэффициенты А, В и С уравнения (5) следующим образом: 

 

 

A = 1,5183∙Al2O3 − 1,6030∙CaO − 5,4936∙MgO + 1,4788∙Na2O − 0,8350∙K2O − 1,4550 

B = 2253,4∙Al2O3 − 3919,3∙CaO + 6285,3∙MgO − 6039,7∙Na2O − 1439,6∙K2O + 5736,4 

C = 294,4∙Al2O3 + 544,3∙CaO − 384,0∙MgO − 25,07∙Na2O − 321,0∙K2O + 198,1 

(19) 

 
где Na2O, Al2O3, K2O, CaO, MgO, Al2O3 — соотношение мольной доли соответствующего оксида 

к мольной доле SiO2. Модель позволяет рассчитывать вязкость полностью жидких шлаков в 

интервалах химических составов, представленных в таблице 2. 

 

Таблица 2 — Интервалы химических составов для экспериментальных данных, 

использованных при разработке модели Лакатоса [35] 

Компонент Диапазон в мольных долях 
SiO2 0,61 – 0,77 
Al2O3 0,00 – 0,05 
CaO 0,09 – 0,14 
MgO 0,00 – 0,10 
Na2O 0,10 – 0,15 
K2O 0,00 – 0,06 

 
 

1.3.2.4 Модель Урбана 

 

Урбан в 1981 году предложил модель вязкости [4], использующую уравнение Вэймана - 

Френкеля [15, 16] для описания температурной зависимости: 

 

 𝜂 = 𝐴 ⋅ 𝑇 ⋅ 𝑒𝑥𝑝 ൬
1000 ⋅ 𝐵

𝑇
൰ (20) 

 
где A и B — константы, зависящие от состава, T — температура. Коэффициенты A и B 

вычисляются в соответствии с уравнениями (21) и (22): 
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 𝐴 = ൬
𝑅

𝐸௪
൰

ଵ
ଶ

⋅
(2𝑚𝑘)

ଵ
ଶ

ቀ
1
𝑣

ቁ

ଶ
ଷ

⋅ 𝑃௩

 (21) 

 

 𝐵 =
𝐸௪

1000 ⋅ 𝑘
 (22) 

 
где R — газовая постоянная, 𝐸௪ — энергия активации, m и v — масса и объем структурной 

единицы, k — постоянная Больцмана, Pv — вероятность появления вакансии в структуре. Между 

коэффициентами A и B предполагается связь: 

 
 - lnA = 0,2693 B + 11,6725 (23) 

 
Для определения коэффициента B было предложено разделить оксиды в зависимости от 

содержания кислорода на три химические группы: структурообразователи (SiO2, B2O3, GeO2 и т. 

д.), модификаторы (Na2O, K2O, CaO и т. д.) и амфотерные оксиды (Al2O3, Fe2O3 и т. д). Данное 

разделение использовалось для вычисления параметра α: 

 

 𝛼 =
Мольная доля структурообразователей

Мольная доля модификаторов +  Мольная доля амфотерных оксидов
 (24) 

 

Зависимость параметра B от состава выражается следующими уравнениями: 

 
 𝐵 = 𝐵 + 𝐵ଵ ⋅ 𝑋ௌைమ

+ 𝐵ଶ ⋅ 𝑋ௌைమ

ଶ + 𝐵ଷ ⋅ 𝑋ௌைమ

ଷ  (25) 

 

 𝐵 = 𝑎 + 𝑏 ⋅ 𝛼 − 𝑐 ⋅ 𝛼ଶ (26) 

   

где i = 1, 2, 3. Уравнения расчета параметра B для системы SiO2 – Al2O3 – CaO, полученные 

Урбаном: 

 

 

B0 = 13,8 + 39,9355 ∙ α − 44,049 ∙ α2 

B1 = 30,481 − 117,1505 ∙ α + 129,9978 ∙ α2 

B2 = −40,9429 + 234,0486 ∙ α − 300,04 ∙ α2 

B3 = 60,7619 − 153,9276 ∙ α + 211,1616 ∙ α2 

(27) 

 
Подход Урбана применим для полностью жидких шлаков и позже был использован и 

модифицирован рядом исследователей для описания вязкости в многокомпонентных системах.  
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1.3.2.5 Модель Калмановича - Франка 

 

Одна из модификаций модели Урбана — модель Калмановича - Франка [36], которые в 

1988 году предложили новое соотношение констант A и В, полученное на основе анализа 

дополнительных экспериментальных данных: 

 
 - lnA = 0,2812 ∙ B + 11,8279 (28) 

 
Показано, что данная модель позволяет описывать вязкость многокомпонентных шлаков с 

высоким содержанием SiO2 [37], однако не подходит для моделирования вязкости в областях 

низких температур [38] и FeO - содержащих систем [39]. 

 

 

1.3.2.6 Модель Рибу 

 

Рибу в 1981 году предложил [40] модификацию модели Урбана для описания вязкости в 

системе CaO – Al2O3 – SiO2 – CaF2, в которой он разделил оксиды на 5 групп (таблица 3). 

 

Таблица 3 — Группы оксидов, использованные в модели Рибу [40] 

Название группы Оксиды 

‘SiO2’ SiO2, P2O5, и др. 

‘CaO’ CaO, MgO, FeO, и др. 

‘Al2O3’ Al2O3, и др. 

‘CaF2’ CaF2 

‘Na2O’ Na2O, K2O, и др. 

 

Зависимость от химического состава параметров A и B, полученная Рибу, представлена 

следующими уравнениями: 

 

 
ln A = −35,76 X‘Al2O3’ + 1,73 X‘CaO’ + 7,02 X‘Na2O’ + 5,82 X‘CaF2’ − 19,81 

B = 68,833 X‘Al2O3’ − 23,896 X‘CaO’ − 39,159 X‘Na2O’ − 46,356 X‘CaF2’ + 31,140 
(29) 

 

 

1.3.2.7 Модель Кондратьева - Жака  

 

Основываясь на формализме Урбана, Кондратьев и Жак предложили модель [41] для 

описания вязкости в системе Al2O3 – CaO – ‘FeO’ – SiO2 в восстановительных условиях. Модель 
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вводит две модификации в предложенный Урбаном подход – зависимость параметра m от состава 

и использование непрерывного параметра B для модификаторов ‘FeO’ и CaO. Параметр m в 

рассматриваемой модели выражен в виде взвешенной суммы мольных долей компонентов 

системы: 

 
 𝑚 = 𝑚𝑋 + 𝑚𝑋 + 𝑚ி𝑋ி + 𝑚ௌ𝑋ௌ (30) 

 
где 𝑚, 𝑚, 𝑚ி  и 𝑚ௌ — параметры модели; XA, XС, XF и XS — мольные доли Al2O3, CaO, ‘FeO’ 

и SiO2, соответственно. Для выражения параметра B применялось следующее уравнение: 

 

 𝐵 =  𝑏
𝑋௦



ଷ

ୀ

+   ൬𝑏


ೕ 𝑋

𝑋 + 𝑋ி
+ 𝑏



ிೕ 𝑋ி

𝑋 + 𝑋ி
൰ 𝛼𝑋௦



ଶ

ୀଵ

ଷ

ୀ

 (31) 

 

 𝛼 =  
𝑋 + 𝑋ி

𝑋 + 𝑋ி + 𝑋
 (32) 

 
где XA, XC, XF и XS — мольные доли Al2O3, CaO, ‘FeO’ и SiO2, соответственно, 𝑏

 — параметры 

для системы SiO2 – Al2O3, 𝑏

ೕ и 𝑏


ிೕ — наборы параметров для CaO и ‘FeO’, соответственно. 

Показано, что модель хорошо описывает экспериментальные данные в моделируемой четверной 

системе и ее подсистемах, однако не описывает эффект компенсации заряда в системах с Al2O3. 

 

 

1.3.2.8 Модель Херста 

 

Модель Херста [42] основана на формализме Урбана и разработана для моделирования 

вязкости шлаков в системе SiO2 – Al2O3 – CaO – FeO на основе экспериментальных данных 

вязкости 25 шлаков. Модель Херста использует преобразованное уравнения Веймана - Френкеля 

для описания вязкости исследуемых шлаков в диапазоне температур 1400 – 1550 °C: 

 

 𝜂 = 𝐴 ⋅ 𝑇 𝑒𝑥𝑝 ൬
𝐵

𝑅 ⋅ 𝑇
൰ (33) 

 
𝑙𝑛 𝜂 = 𝑙𝑛 𝐴 ⋅ 𝑙𝑛 𝑇 +

𝐵

𝑅 ⋅ 𝑇
 

 

(34) 

 
𝑙𝑛 𝜂 = 𝑎 + 𝑎ଵ𝑦 + 𝑎ଶ𝑦ଶ + 𝑎ଷ𝑥 + 𝑎ସ𝑥𝑦 + 𝑎ହ𝑥𝑦ଶ + 𝑎𝑥ଶ+ 

+𝑎𝑥ଶ𝑦 + 𝑎଼𝑥ଶ𝑦ଶ +  𝑎ଽ𝑥ଷ + 𝑎ଵ𝑥ଷ𝑦 + 𝑎ଵଵ𝑥ଷ𝑦ଶ 
(35) 
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где A и B — константы, зависящие от состава; T — температура; x и y — мольные доли ms/(ms + 

ma+ mc + mf) и (mс + mf)/(ma + mc + mf), соответственно; индексы s, a, c и f соответствует SiO2, 

Al2O3, CaO и FeO. 

 

 

1.3.3 Модели, использующие структурную информацию для описания вязкости 
 

Модели, учитывающие внутреннюю структуру шлака, используют имеющуюся 

структурную информацию для описания его вязкости. Структурная информация — количество 

мостикового и немостикового кислорода, распределение ассоциатов в расплаве или 

распределение связей вторых ближайших соседей — может быть получена путем прямых 

измерений, например с использованием метода ЯМР [43 – 45] или спектроскопии 

комбинационного рассеяния [46, 47] либо одним из существующих методов физического и 

математического моделирования. 

 

 

1.3.3.1 Модель Жанга - Джаханаши 

 

Модель Жанга - Джаханаши [48] использует распределение трех типов кислорода — 

мостикового, немостикового и свободного в качестве показателя степени полимеризации 

силикатных расплавов для описания их структуры. Температурная зависимость вязкости 

аппроксимируется уравнением типа Веймана - Френкеля: 

 
 𝜂 = 𝐴௪𝑇 𝑒𝑥𝑝൫𝐸ఎ

௪ ∕ 𝑅𝑇൯ (36) 

 
где 𝐸ఎ

௪ — энергия активации вязкого течения, 𝐴௪ — предэкспоненциальный коэффициент. 

Согласно модели, с ростом степени полимеризации возрастает энергия активации вязкого 

течения, зависимость которой от распределения трех типов кислорода выражена как: 

 

 𝐸ఎ
௪ = 𝑎 + 𝑏(𝑁ைబ)ଷ + 𝑐(𝑁ைబ)ଶ + 𝑑(𝑁ைమష) (37) 

 

где a, b, c, d — настраиваемые параметры. Распределение мостиковых, немостиковых и 

свободных кислородов в расплаве рассчитывается на основе ячеечной модели Капура и Фроберга 

с параметрами, оптимизированными Динсдейлом и Тэйлором [49]. Линейный логарифм 

предэкспоненциального коэффициента Aw выражается в виде: 
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 𝑙𝑛 𝐴௪ = 𝑎ᇱ + 𝑏ᇱ𝐸ఎ
௪ (38) 

 
где a’ и b’ — коэффициенты, уникальные для каждой рассматриваемой системы. Модель Жанга 

- Джаханаши была использована авторами для описания вязкости полностью жидких шлаков в 

системах SiO2 – CaO, MgO – SiO2, MnO – SiO2, CaO – MgO – SiO2, CaO – MnO – SiO2. Показано, 

что для данных систем разработанная модель позволяет получить более точные расчетные 

значения вязкости по сравнению с моделью Урбана, однако применение индивидуальных 

параметров для каждой моделируемой системы означает внутреннюю несогласованность 

расчетных значений вязкости между рассматриваемыми системами. 

 

 

1.3.3.2 Модель Рэдди 

 

В модели Рэдди [50] для выражения структуры расплава используется распределение 

мостикового, немостикового и свободного кислорода, в то время как для описания 

температурной зависимости вязкости применяется модель типа Бокриса - Рэдди [25]. Уравнение 

вязкости модели выглядит следующим образом: 

 

 
𝜂 = 1,68 × 10ିଽ൫𝑋మைయ

+ 0,77𝑋ௌைమ
൯ ⋅ ൫𝑋మைయ

+ 1,04𝑋ௌைమ
൯

ଵ
ଶ ⋅ 

(3𝑋మைయ
+ 2𝑋ௌைమ

)ି
ଷ
ଶ ⋅ (𝑁ைబ) ⋅ 𝑇

ଵ
ଶ ⋅ 𝑒𝑥𝑝 ൬

𝐸

𝑅𝑇
൰ 

(39) 

 
где 𝑋మைయ

 и 𝑋ௌைమ
— мольные доли соответствующих оксидов, 𝑁ைబ — мольная доля мостикового 

кислорода. При этом мольная доля мостикового кислорода рассчитывается через уравнение: 

 

 𝑁ைబ =
3𝑋మைయ

+ 2𝑋ௌைమ
−

1
2

𝑁ைష

2𝑋మைయ
+  𝑋ௌைమ

+ 1
 (40) 

 
где 𝑁ைష — мольная доля немостикового кислорода, рассчитываемого из равенства: 

 

 
(1 − 𝑒𝑥𝑝(𝛥𝐺 ∕ 𝑅𝑇))(𝑁ைష)ଶ − 2൫2𝑋మைయ

+ 𝑋ௌைమ
+ 1൯(𝑁ைష) + 4(1 − 𝑋మைయ

− 𝑋ௌைమ
)(3𝑋మைయ

+ 2𝑋ௌைమ
) = 0 

(41) 

 
где 𝛥𝐺 — энергия Гиббса реакции деполимеризации, а E = A + B ⋅ T, где A и B представлены в 

виде: 
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𝐴 = 𝑘 + 𝑚 ⋅ 𝑋మைయ

+ 𝑛 ⋅ 𝑋మைయ

ଶ + 𝑝 ⋅ 𝑋మைయ

ଷ  

𝐵 = 𝛼 + 𝛽 ⋅ 𝑋మைయ
+ 𝛾 ⋅ 𝑋మைయ

ଶ + 𝛿 ⋅ 𝑋మைయ

ଷ  
(42) 

где 

 

k = - 4,10909∙105 - 3,16176∙105R + 1,216120∙106R2 - 5,13104∙105R3 

m = - 1,343160∙106 + 1,7586∙107R - 2,2046∙107R2 + 1,768940∙106R3 

n = 1,59975∙107 - 8,4629∙107R + 9,18343∙107R2 - 2,76946∙106R3 

p = - 2,15337∙107 + 9,79282∙107R - 1,01984 ∙ 107R2+ 2,99583∙106R3 

α = 1557,73 - 2146,51R + 684,746R2 + 66,530R3 

β = - 8493,96 + 8023,87R + 1457,36R2 - 297,47R3 

γ = 13734,2 + 2565,39R - 22661,9R2 + 9981,06R3 

δ = - 7326,2 - 14018,2R + 28442,3R2 + 10587,9R3 

(43) 

 
где R = 𝑋ௌைమ

/𝑋ேమை. 

Модель хорошо описывает экспериментальные данные в моделируемой системе Na2O – 

SiO2 – B2O3 при R = 2, 1,5 и 1, однако значительные отклонения расчетных данных от 

экспериментальных были получены при R = 0,5. 

 

 

1.3.3.3 Модель Аврамова 

 

В модели Аврамова [6] для описания структуры шлаков вводятся силикатные Qn-группы, 

где n соответствует координационному числу кремния. Энергия активации вязкого течения 

разная для каждой из Qn-групп, при этом чем выше значение n, тем выше значение энергии 

активации. Предполагая случайное распределение Qn-групп, частота перескока может быть 

выражена следующим выражением: 

 

 ⟨𝑣⟩ = 𝑣  𝑄 𝑒𝑥𝑝 ൬−
𝐸

𝑅𝑇
൰

ସ

ୀ

 (44) 

 

В соответствии с законом Максвелла ⟨𝑣⟩ =
ுಮ

ఎ
 уравнение (44) может быть переписано в виде: 
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𝜂 =

𝜂

 𝑄 𝑒𝑥𝑝 ቀ−
𝐸

𝑅𝑇
ቁ

ସ

ୀ

 
(45) 

 
где 𝜂 — вязкость при T→ ∞. 

Модель Аврамова позволяет описывать эффект проскальзывания в силикатно-щелочных 

системах. Однако, ограничением модели является, то, что она была разработана для описания 

вязкости только при заданной температуре в связи с тем, что энергии активации вязкого течения 

Qn-групп зависимы от температуры. 

 

 

1.3.3.4 Модель FactSage 

 

Модель FactSage, представленная Грунди [3, 51], для описания структуры силикатных 

расплавов использует распределение Qn структурных единиц, рассчитанное на основе 

распределения мостикового кислорода в расплаве, полученного согласно квазихимической 

модели [52].  

Количество кислорода в одном моле расплава выражается уравнением: 

 

 𝑛ଵ =
1

2
𝑥(𝑀e𝑂.ହ) + 𝑥(𝑀e𝑂) + 3 ∕ 2(𝐴𝑙ଵ.ହ) + 2𝑋(𝑆𝑖𝑂ଶ) (46) 

 
тогда количество мостикового кислорода 𝑛ைబ может быть выражено как: 

 

 𝑛ைబ = 𝑥(𝑆𝑖 − 𝑆𝑖) ⋅ 𝑛ଵ (47) 

 

где 𝑥(𝑆𝑖 − 𝑆𝑖) — доля Si – Si связей. Вероятность p, что отдельно взятый кислород будет 

мостиковым, равна среднему числу мостиковых кислородов, деленному на 4: 

 
 𝑝 = (2𝑛ைబ/𝑋(𝑆𝑖𝑂ଶ)) ∕ 4 = 𝑛ைబ ∕ 2𝑋(𝑆𝑖𝑂ଶ) (48) 

 

Соответствующая доля SiO2 при этом будет определяться как: 

 

 𝑌(𝑆𝑖𝑂ଶ) =  
4𝑋(𝑆𝑖𝑂ଶ)

4𝑋(𝑆𝑖𝑂ଶ) + 3𝑋൫𝑀𝑒ଷା𝑂ଵ,ହ൯ + 2𝑋(𝑀𝑒ଶା𝑂) + 𝑋(𝑀𝑒ା𝑂,ହ)
 (49) 

 
Объединив уравнения (47) – (49), можно получить следующее выражение: 
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 𝑝 =
𝑋(𝑆𝑖 − 𝑆𝑖)

𝑌(𝑆𝑖𝑂ଶ)
 (50) 

 
При условии, что вероятность оказаться мостиковым каждого из кислородов, входящих в состав 

силикатного тетраэдра, одинакова, Qn — ассоциаты могут быть рассчитаны с помощью 

биномиального распределения: 

 

 

𝑌(𝑄ସ) = 𝑝ସ 

𝑌(𝑄ଷ) = 4𝑝ଷ ⋅ (1 − 𝑝) 

𝑌(𝑄ଶ) = 6 ⋅ 𝑝ଶ ⋅ (1 − 𝑝)ଶ 

𝑌(𝑄ଵ) = 4 ⋅ 𝑝 ⋅ (1 − 𝑝)ଷ 

𝑌(𝑄) = (1 − 𝑝)ସ 

(51) 

 
Температурная зависимость вязкости в модели представлена уравнением Аррениуса (3). С 

увеличением содержания SiO2 возрастает вероятность образования связных цепочек силикатных 

тетраэдров. Вероятность того, что тетраэдр связан с окружающими его тетраэдрами через n Si – 

Si связей возможно приближенно выразить следующим уравнением: 

 
 𝑌(𝑄ସ,) = 𝑝 (52) 

 
Для двойной системы вязкость в модели представлена в виде суммы вкладов компонентов 

системы без учета формирования силикатной сетки; вклада Si, являющегося центром кластера с 

размером не менее n = 40 взаимосвязанных Si – Si пар, связанного с образованием сетки SiO2; 

вклада остального Si, связанного с образованием сетки SiO2; компонентов взаимодействия Si – 

Me. Таким образом, параметры A и B уравнения Аррениуса выражаются следующим образом: 

 

 
𝐴 = 𝐴ெைೣ

𝑋(𝑀e𝑂௫) + 𝐴ௌைమ

∗ 𝑋(𝑆𝑖𝑂ଶ) + 𝐴ௌைమ

ா 𝑋(𝑆𝑖𝑂ଶ)𝑝ସ + 𝐴ெିௌ𝑋(𝑀𝑒𝑂௫)𝑋(𝑆𝑖𝑂ଶ)

+ 𝐴ெିௌ
ோ 𝑋(𝑆𝑖𝑂ଶ)(𝑝ସ − 𝑝ସ) 

 

(53) 

 

𝐸 = 𝐸ெைೣ
𝑋(𝑀e𝑂௫) + 𝐸ௌைమ

∗ 𝑋(𝑆𝑖𝑂ଶ) + 𝐸ௌைమ

ா 𝑋(𝑆𝑖𝑂ଶ)𝑝ସ + 𝐸ெିௌ𝑋(𝑀𝑒𝑂௫)𝑋(𝑆𝑖𝑂ଶ)

+ 𝐸ெିௌ
ோ 𝑋(𝑆𝑖𝑂ଶ)(𝑝ସ − 𝑝ସ) 

 

(54) 

где 𝐴ௌைమ

ா  и 𝐸ௌைమ

ா  — параметры для описание вклада в вязкость образования силикатной сети; 𝐴ௌைమ

∗  

и 𝐸ௌைమ

∗  — отвечают за гипотетический вклад SiO2, если бы он не образовывал сетеподобной 

структуры; 𝐸ெைೣ
 и 𝐴ெைೣ

 отвечают за вклад металла в вязкость; 𝑋(𝑆𝑖𝑂ଶ)𝑝ସ — концентрация Si, 

являющегося центром кластера, состоящего не менее чем из 40 взаимосвязанных Si – Si пар; 

𝑋(𝑆𝑖𝑂ଶ)(𝑝ସ − 𝑝ସ) — концентрация Si, не являющегося центром кластера, состоящего не менее 
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чем из 40 взаимосвязанных Si – Si пар, 𝐸ெିௌ

ோ  и 𝐴ெିௌ
ோ  — параметры для описания вклада в 

вязкость Si, не являющегося центром кластера, состоящего не менее чем из 40 взаимосвязанных 

Si – Si пар. 

Модель описывает вязкость полностью жидких силикатов в системе NaO0,5 – MgO – CaO 

– AlO1,5 – SiO2. Показано [3], что модель не может описать второго падения вязкости при x(SiO2) 

≈ 0,5 в двойных силикатно-щелочных системах. 

 

 

1.3.3.5 Модель KTH  

 

Модель KTH [53, 54] для описания вязкости полностью жидких шлаков использует 

упрощенную форму модели Эйринга: 

 

 𝜂 = 𝐴 ⋅ 𝑒𝑥𝑝 ൬
𝛥𝐺∗

𝑅 ⋅ 𝑇
൰ (55) 

 
где предэкспоненциальный коэффициент выражен как: 

 

 𝐴 =
ℎ𝑁𝜌

𝑀
 (56) 

 
где h — постоянная Планка, NA — число Авогадро, M — молярная масса, ρ — плотность 

расплава. Если CiviAjvj — компонент многокомпонентного расплава, где Civi и Ajvj — катион и 

анион, соответственно, а vi и vj — стехиометрические коэффициенты, то молярная масса и 

плотность расплава рассчитываются из уравнений: 

 

 
𝑀 = ∑𝑋 ⋅ 𝑀 

𝜌 = ∑𝑋 ⋅ 𝜌 
(57) 

 
где 𝑋, 𝑀, 𝜌  — мольная доля, молярная масса и плотность компонента CiviAjv, соответственно. 

Энергия Гиббса активации вязкого течения рассчитывается в соответствии с уравнением: 

 
 𝛥𝐺∗ = ∑∑𝑋 ⋅ 𝛥𝐺

∗ + 𝐺ௗ + 𝛥ா𝐺∗ (58) 

 
где 𝑋 — мольная доля компонента CiviAjv; 𝛥ா𝐺∗ — составляющая энергии Гиббса, отвечающая 

за вклад взаимодействий разных структурных единиц; 𝐺ௗ — изменение энергии Гиббса в 

результате идеального смешения компонентов.  
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1.3.3.6 Модель Ииды  

 

Модель Ииды [55] связывает вязкость расплава с его основностью и описывается 

уравнением типа Аррениуса: 

 

 𝜂 = 𝐴𝜂 ⋅ 𝑒𝑥𝑝 ൬
𝐸

𝐵i∗
൰ (59) 

 
где  

 

 

𝐴 = 1,745 − 1,962 × 10ିଷ𝑇 + 7,000 × 10ି𝑇ଶ 

𝐸 = 11,11 − 3,65 × 10ିଷ𝑇 

𝜂 = ∑𝜂 ⋅ 𝑋 

𝜂 = 1,8 × 10ି
[𝑀(𝑇)]

ଵ
ଶ 𝑒𝑥𝑝 ቀ

𝐻

𝑅𝑇
ቁ

(𝑉)

ଶ
ଷ 𝑒𝑥𝑝

𝐻

𝑅(𝑇)

 

𝐻 = 5,1(𝑇)


ଵ
ଶ 

𝐵
∗ =

∑(𝛼𝑊) + 𝛼ிమைయ

∗ 𝑊ிమைయ

∑(𝛼୧𝑊) + 𝛼మைయ

∗ 𝑊మைయ
+ 𝛼்ைమ

∗ 𝑊்ைమ

 

(60) 

 
где 𝜂 — теоретическая вязкость компонента, Xi — мольная доля компонента, Mi — вес 

компонента в уравнении, (𝑇) — точка плавления компонента, (𝑉) — молярный объем 

каждого компонента в точке плавления, αi и Wi — удельный коэффициент и массовый процент 

каждого компонента, соответственно, индексы A и B соответствуют кислотным и основным 

оксидам и фторидам, соответственно; 𝛼
∗ — модифицированный удельный коэффициент, 

описывающий взаимодействие амфотерных оксидов с другими компонентами, 𝐵
∗ — 

модифицированный показатель основности. Параметры A и E настраиваются, исходя из 

имеющейся экспериментальной информации; 𝛼
∗ может быть получен линейной корреляцией с 

показателем основности Bi и массового процента амфотерных оксидов; остальные параметры 

могут быть рассчитаны из известных табличных физических данных. 

 
 

1.3.3.7 Квазихимическая модель вязкости  

 

В квазихимической модели вязкости, предложенной Кондратьевым и Жаком [56], для 

описания температурной зависимости вязкости в системе Al2O3 – CaO – ‘FeO’ – SiO2 

используется модель Веймана - Фрэнкеля: 
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 𝜂 =
2𝑅𝑇

𝛥𝐸௩
⋅

(2𝜋𝑚௦௨𝑘𝑇)
ଵ
ଶ

𝑣௦௨

ଶ
ଷ

⋅ 𝑒𝑥𝑝 ൬
𝐸

𝑅𝑇
൰ (61) 

 
R — газовая постоянная, k — постоянная Больцмана, T — температура, Ea — энергия активации, 

𝛥𝐸௩ — энергия парообразования и msu и vsu — масса и объем структурной единицы, 

соответственно. В качестве структурных единиц приняты пары вторых ближайших соседей в 

расплаве, рассчитанные согласно квазихимической модели. Для расплава MeO – SiO2 средняя 

масса и объем структурной единицы вычисляется в соответствии с уравнениями: 

 

 
𝑚ௌ = 𝑚ௌିௌ𝑋ௌିௌ + 𝑚ெିௌ𝑋ெିௌ + 𝑚ெିெ𝑋ெିெ 

𝑣ௌ = 𝑣ௌିௌ𝑋ௌିௌ + 𝑣ெିௌ𝑋ெିௌ + 𝑣ெିெ𝑋ெିெ 
(62) 

 
Энергии активации и парообразования вычисляются как: 

 

 
𝐸 = 𝐸ௌିௌ

𝑋ௌିௌ + 𝐸ெିௌ
𝑋ெିௌ + 𝐸ெିெ

𝑋ெିெ + (𝐸
/

) 

∆𝐸௩ = 𝑒𝑥𝑝 (𝐸௩ௌିௌ
𝑋ௌିௌ + 𝐸௩ெିௌ

𝑋ெିௌ + 𝐸௩ெିெ
𝑋ெିெ) 

(63) 

 
где 𝑋ି — мольные доли структурных единиц, 𝑚ି и 𝑣ି — вес и объем структурных единиц, 

𝐸ି
 — парциальные молярные энергии активации, 𝐸

/ — вклад эффекта компенсации заряда, 

𝐸௩ି
 — безразмерные парциальные коэффициенты парообразования. 

 

 

1.3.3.8 Модифицированная модель Аврамова 

 

Модифицированная модель Аврамова [1], предложенная Нэнтвигом и др., использует 

распределение Qn групп или ассоциатов, рассчитанное в соответствии с модифицированной 

моделью ассоциированных растворов [57 – 61], для описания структуры силикатных расплавов 

и температурную зависимость вязкости типа уравнения AM (уравнение (7)). Модель описывается 

уравнением: 

 

 
η =

1


1

η,୧
X୧ exp ൬− ቀ

θ୧

T
ቁ



൰



୧ୀଵ

 
(64) 
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где Xi — мольная доля ассоциата i; η,୧ — вязкость при T→ ∞; θ୧ — приведенная энергия 

активации; α — показатель хрупкости расплава. Параметры η,୧, θ୧ и α — настраиваемые 

параметры модели. 

Показано [1], что модель хорошо описывает ярко выраженный эффект проскальзывания в 

системах SiO2 – Na2O и SiO2 – K2O, однако не способна описать менее выраженный эффект 

проскальзывания в системе SiO2 – Al2O3, а также обладает значительными отклонениями 

расчетных значений вязкости от экспериментальных в областях с высокой вязкостью. 

 

 

1.3.3.9 Модифицированная модель Аррениуса 

 

Модифицированная модель Аррениуса [8, 62 – 64], предложенная Ву и др., использует 

уравнение типа Аррениуса для описания температурной зависимости вязкости и распределение 

Qn - групп или ассоциатов, рассчитанное из модифицированной модели ассоциированных 

растворов [57 – 61], для описания структуры. Согласно модели, вязкость включает в себя два 

компонента: 

 
 ln η = ln η୧ୢୣୟ୪ + ln ηୣ୶ୡୣୱୱ (65) 

 
где ln(ηideal) — идеальный вклад ассоциатов в вязкость, ln(ηexcess) — избыточный вклад ассоциатов 

SiO2 в вязкость, обусловленный образованием сетеподобной структуры. ln(ηideal) и ln(ηexcess) 

представляются как: 

 

 ln η୧ୢୣୟ୪ =  Σ୧X୧ ⋅ ln η୧ = Σ୧X୧ ⋅ (A୧ + B୧ ∕ T) (66) 

 

ln ηୣ୶ୡୣୱୱ =   ቀA(ୗ୧మ)ౠ
+ B(ୗ୧మ)ౠ

T⁄ ቁ ∙ ቀX
ୗ୧మ

୬ౠ ቁ
୨

 

                     +  ൫A(ୗ୧ି୪)ౡ
+ B(ୗ୧ି୪)ౡ

T⁄ ൯ ∙ ቀX(ୗ୧ି୪)ౡ

୬ౡ ቁ
୨

 

                    +  ൫A(ୗ୧ି୪)ౣ
+ B(ୗ୧ି୪)ౣ

T⁄ ൯ ∙ ቀX(ୗ୧ି୪)ౣ
∙ Xୗ୧మ

୬ౣ ቁ
୨

 

(67) 

 

где X୧ — мольная доля ассоциата i; nj, nk, nm — целочисленные коэффициенты, связанные с 

определенной степенью полимеризации расплава; (Si – Al) m, k — тройные ассоциаты на основе 

Si и Al; A и B — параметры модели Аррениуса; T — температура. В уравнении (67) первое 

слагаемое выражает вклад полимеризации двух типов кластеров ассоциата SiO2 (размером 6 и 

109) в вязкость, второе отвечает за вклад само-полимеризации тройных ассоциатов на основе Si 

и Al, и третье отражает вклад в вязкость интерполимеризации тройных ассоциатов на основе Si 
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и Al с ассоциатами SiO2. Модель применена к шлакам в системе SiO2 – Al2O3 – CaO – MgO – 

Na2O – K2O – FeO – Fe2O3 и позволяет описывать вязкость полностью жидких шлаков. 

 

 

1.4 Описание структуры расплава модифицированной моделью ассоциированных растворов 

 

Фазовые равновесия и термодинамические свойства оксидных расплавов не могут быть 

описаны простыми моделями растворов, используемыми для металлических расплавов из-за 

сильных взаимодействий между компонентами шлака. По этой причине Хасти и Боннел [65, 66] 

была предложена модель идеального смешения сложных компонентов (IMCC), позволяющая 

представить данные взаимодействия через образование промежуточных групп или ассоциатов, 

которые, в свою очередь, смешиваются идеально. Разработанная позже модификация модели 

ассоциированных растворов учитывала не только идеальные, но и неидеальные взаимодействия, 

сначала для описания областей несмешиваемости жидкой фазы (например, [67 – 69]), а позднее 

также и для описания других частей системы, где это было необходимо [57 – 61]. Ассоциаты, 

используемые для моделирования структуры шлака, обычно выбираются в соответствии со 

стехиометрическими соединениями, существующими в системе, однако «искусственные» 

ассоциаты, которые не представляют собой физически существующую сущность, также могут 

использоваться при моделировании. Цель такого подхода — минимизация количества 

используемых параметров взаимодействия, что позволяет упростить последующее расширение 

модели. Структура чистых оксидных систем описывается одинарными ассоциатами, двойные 

системы представлены в виде смеси одинарных и двойных ассоциатов, тройные системы 

включают в себя тройные ассоциаты и ассоциаты для всех подсистем, системы с числом 

компонентов выше 3 представлены в виде смеси тройных, двойных и одинарных ассоциатов. 

Энергия Гиббса жидкой фазы представлена суммой ее эталонной, идеальной и избыточной 

частей следующим образом:  

 

 G୫ = ∑x୧G୧
 + RT∑x୧lnx୧ +   x୧x୨∑L୧୨

(୴)
൫x୧ − x୨൯

୴

୧ழ୨
 (68) 

 

где xi — мольная доля ассоциата i; G୧
 — молярная энергия Гиббса ассоциата i; Lij коэффициент 

взаимодействия между ассоциатами i и j в виде полинома Редлиха - Кистера. 

Поскольку вклад идеального смешения изменяется в зависимости от предполагаемой 

стехиометрии структурной единицы, для обеспечения равного веса вклада идеального 

энтропийного компонента, формулы ассоциатов выбраны так, чтобы в них было два 

некислородных атома на моль [68].  
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Ассоциаты, используемые для представления структуры в модифицированной модели 

ассоциированных растворов, в соответствии с термодинамической базой данных, разработанной 

Яженских и др. [57 – 61] для оксидной системы SiO2 – Al2O3 – CaO – Na2O – K2O приведены в 

таблице 4. Для каждой системы структура представлена указанными в таблице ассоциатами и 

ассоциатами, входящими в ее подсистемы. Структура систем, не приведенных в таблице 

(например, SiO2 – Na2O – K2O), включает только ассоциаты, входящие в их подсистемы. 

 

Таблица 4 — Ассоциаты, используемые для представления структуры в модели вязкости 

Система Ассоциаты 

SiO2 SiO2 

Na2O Na2O 

K2O K2O 

CaO CaO 

Al2O3 Al2O3 

SiO2 – Na2O Na4SiO4, Na2SiO3, Na2Si2O5 

SiO2 – K2O K2SiO3, K2Si2O5, K2Si4O9 

SiO2 – CaO CaSiO3, Ca2SiO4 

SiO2 – Al2O3 Al6Si2O13 

Al2O3 – Na2O Al4Na2O7, AlNaO2 

Al2O3 – K2O KAlO2, K2Al4O7 

Al2O3 – CaO AlCa2O4 

SiO2 – CaO – Na2O Ca3Na2Si6O16 

SiO2 – Al2O3 – Na2O AlNaSiO4, AlNaSi3O8 

SiO2 – CaO – K2O CaK2SiO4 

SiO2 – Al2O3 – K2O AlKSiO4, AlKSi2O6 

SiO2 – Al2O3 – CaO Al2CaSi2O8 

Al2O3 – CaO – Na2O Al10Ca3Na4O20 
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1.5 Применение методов машинного обучения для прогнозирования вязкости 

 

1.5.1 Основные понятия и применяемые методы машинного обучения 

 

Машинное обучение (МО) — класс методов искусственного интеллекта, полагающихся 

на вывод закономерностей из имеющийся информации, нежели на заранее описанные правила, 

для решения поставленных задач [70, 71]. Разделяют три основных типа методов машинного 

обучения — обучение с учителем, обучение без учителя и обучение с подкреплением. Обучение 

с учителем предполагает наличие известных условий — независимых переменных (также 

называемых признаками) и известной моделируемой величины — зависимой переменной, для 

которых алгоритм пытается определить взаимосвязь, чтобы в дальнейшем, основываясь на 

выведенных закономерностях, рассчитывать прогнозы моделируемой величины для новых 

условий. Данные, используемые алгоритмом для определения взаимосвязи между признаками и 

целевой переменной, называются обучающей выборкой. При обучении без учителя задача 

алгоритма — обнаружение закономерностей в данных, в которых не представлена целевая 

величина. К таким алгоритмам относится, например, кластеризация данных, при которой 

разделение данных происходит на основе схожести признаков. Обучение с подкреплением, в 

свою очередь, подразумевает наличие среды, в которой алгоритм может принимать решения, 

получая «вознаграждение» определенной величины. В процессе обучения подобный алгоритм 

определяет действия, наиболее выгодные для максимизации вознаграждения [72]. В данной 

работе применяются алгоритмы, использующие обучение с учителем. Для таких алгоритмов 

можно выделить две основные задачи — классификация и регрессия. Задачи классификации 

решают вопрос принадлежности точки с заданными признаками к той или иной группе. 

Выходными данными моделей классификации являются либо категориальные величины, 

обозначающие принадлежность к определенной группе, либо величина вероятности 

принадлежности к данной группе. Задачи регрессии решают вопрос оценки непрерывной 

зависимой величины при заданных независимых переменных, которые могут быть как 

непрерывные, так и категориальные [73]. Для моделирования вязкости силикатных расплавов в 

настоящей работе применяются два параметрических метода регрессионного анализа — 

множественная линейная регрессия и искусственные нейронные сети. 

 

 

1.5.1.1 Параметрические и непараметрические модели 
 

Математические модели можно разделить на параметрические и непараметрические. 

Параметрические модели описывают функцию, заданную вектором параметров, размер которого 



35 
 
конечен и фиксируется до введения данных в модель. Помимо методов традиционного 

параметрического моделирования, где искомая зависимость описывается явным уравнением или 

системой уравнений, часть методов машинного обучения также относится к параметрическому 

моделированию. При обучении параметрических моделей машинного обучения на основе 

тренировочного набора данных выполняется поиск оптимальных значений для фиксированного 

числа параметров, использование которых впоследствии позволит получать прогноз зависимой 

переменной при заданных условиях. Типичными примерами параметрических моделей 

машинного обучения являются персептрон [74], логистическая и линейная регрессии [75], 

линейный метод опорных векторов [76]. Непараметрические модели не могут быть 

охарактеризованы фиксированным набором параметров, и их число растет вместе с размером 

тренировочной выборки. Примером непараметрического алгоритма является регрессия методом 

ближайшего соседа [77]. В отличие от линейной регрессии, когда размер вектора весов 

фиксирован, модель регрессии методом ближайшего соседа сохраняет целевую и независимые 

переменные из обучающего набора. Когда такая модель делает прогноз для тестовой точки x, она 

находит ближайшие к ней точки обучающей выборки и возвращает взвешенное среднее значений 

целевой переменной для этих точек. Другими примерами непараметрических моделей, являются 

классификатор на основе дерева решений или случайного леса и ядерный метод опорных 

векторов [78]. 

 

 

1.5.1.2 Переобучение 

 

Цель построения модели машинного обучения — возможность предсказывать целевую 

переменную для данных, не участвовавших в обучающей выборке. Способность правильной 

работы на ранее не предъявлявшихся данных называется обобщением или обобщающей 

способностью [73]. Управлять склонностью модели к переобучению или недообучению 

позволяет ее емкость, также часто называемая гибкостью модели. Емкость модели описывает ее 

способность к аппроксимации широкого спектра функций. Модели малой емкости испытывают 

сложности в аппроксимации обучающей выборки и не способны решать сложные задачи. 

Модели большой емкости способны решать сложные задачи, но при этом склонны к 

переобучению, поскольку запоминают свойства обучающей выборки не присущие тестовой. В 

общем случае алгоритмы машинного обучения работают оптимально, когда емкость модели 

соответствует истинной сложности задачи и объему обучающих данных. Таким образом, 

недообучение — ситуация, когда модель плохо описывает и обучающую выборку, и новые 

данные. В этом случае алгоритм необходимо усложнять. В случае переобучения данные из 
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обучающей выборки будут описываться хорошо, а новые данные — плохо. На рисунке 5 

проиллюстрирован пример возможного поведения модели в зависимости от степени ее 

сложности. Сплошной серой линией показана линейная модель, она не способна уловить 

зависимость, предполагаемую данной экспериментальной выборкой, поэтому такая модель 

является недообученной. Пунктирной серой кривой показана модель с избыточной сложностью 

для данной задачи. Несмотря на то, что она точно описывает экспериментальные данные, 

вероятность высокой точности предсказаний такой модели на новых данных низка. Зеленым 

цветом обозначена оптимальная модель. Ошибка такой модели на имеющихся данных больше 

ошибки переобученной модели, однако ее обобщающая способность выше. 

 

 

Рисунок 5 — Недообучение, переобучение и оптимальная модель 

 

Выявить переобучение, используя только обучающую выборку, невозможно, так как 

прогнозы и оптимально обученной, и переобученной модели покажут низкую ошибку на этих 

данных. По этой причине для определения переобучения используют методы отложенной 

выборки и скользящего контроля. 

Метод отложенной выборки заключается в разбиении данных обучающей выборки на 

обучающую и тестовую части перед обучением модели. Тестовая выборка применяется для 

оценки обобщающей способности модели и не принимает участия в обучении. Важным 

параметром данного метода является размер тестовой выборки: если она окажется недостаточно 

велика, оценка обобщающей способности модели, полученная на основе этой выборки, не будет 

надежной. В противоположном случае, если отложенная часть будет слишком большой, оценка 

обобщающей способности модели будет надежной, однако точность модели может снизиться 

ввиду недостаточного количества тренировочных данных. Обычно тестовая выборка составляет 

20 – 30% всего объема данных. Преимуществом использования метода отложенной выборки 
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является то, что обучение модели производится только один раз, при этом оценка обобщающей 

способности модели зависит от того, как произведено разбиение. На рисунке 6 показана методика 

определения оптимальной сложности модели с применением отложенной выборки. На графике 

показана кривая обучения модели — по оси Y отложено значение ошибки для тренировочной и 

тестовой выборки, по оси X — сложность модели, либо число итераций (в зависимости от 

выбранного алгоритма). Значение ошибки на тренировочной кривой убывает на протяжении 

всего процесса обучения, в то время как ошибка на тестовой кривой достигает минимума и 

начинает возрастать после определенного значения X. Минимум на тестовой кривой 

соответствует модели с максимальной обобщающей способностью. Модели, лежащие по левую 

сторону от минимума на данном графике, будут недообучены, по правую — переобучены. Для 

повышения объективности оценки обобщающей способности модели также возможно 

применение двух тестовых наборов данных [79].  

 

 

Рисунок 6 — Определение оптимальной сложности модели 

 
Метод скользящего контроля (или кросс-валидация) основан на методе отложенной 

выборки. При применении метода скользящего контроля выборка делится на k блоков 

приблизительно одинакового размера. В процессе обучения каждый из этих блоков по очереди 

используется в качестве тестовой выборки, а все остальные — в качестве обучающей. Таким 

образом обучение производится в k циклов и полученное на каждом цикле значение ошибки на 

тестовом наборе данных сохраняется. После обучения полученные значения ошибки 

усредняются, в результате чего получается оценка обобщающей способности модели. Обычно 

используется от 3 до 10 блоков. При выборе k необходимо учитывать, что увеличение количества 

блоков ведет к увеличению времени обучения. На больших выборках принято выбирать 
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небольшие значения k, так как даже при удалении 1/3 выборки, оставшихся данных будет 

достаточно для обучения [73]. 

С точки зрения моделирования вязкости, характерной особенностью является методика 

измерений: в рамках одной группы экспериментов вязкость обычно определяется для одного 

состава шлака при различных температурах (рисунок 7), в связи с чем для рассматриваемой 

системы число исследованных шлаков обычно значительно уступает числу рассмотренных 

температур. В условиях относительного недостатка данных об изменении вязкости с изменением 

состава, для определения оптимальной модели помимо рассмотрения величины ошибки 

моделирования и графиков соотношения экспериментальных и расчетных данных, необходимо 

также рассматривать предлагаемые разработанными моделями графики зависимости вязкости от 

состава в исследуемых системах. 

 

 

Рисунок 7 — Экспериментальные данные вязкости в системе SiO2 – Na2O в зависимости от 

температуры и состава 

 

 

1.5.1.3 Параметры и гиперпараметры 

 

Параметры модели машинного обучения — это численные величины (например, веса), 

определяемые непосредственно в процессе обучения с целью наилучшей аппроксимации 

экспериментальных данных. Термин «гиперпараметр», в свою очередь, используется с целью 

обозначения параметров архитектуры модели, таких как, например, количество нейронов или 
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функции активации слоя нейронной сети, количества листьев или глубины решающего дерева, 

количества кластеров при кластеризации k-средних и т. д. Гиперпараметры, в отличие от 

обычных параметров, не могут быть определены непосредственно во время обучения, а должны 

быть заданы до него. Так как характер взаимодействия гиперпараметров для каждой конкретной 

задачи заранее неизвестен, не существует и строго определенных способов настройки 

гиперпараметров. Наиболее надежным способом подбора гиперпараметров является метод 

перебора возможных комбинаций, однако такой подход может занять значительное время даже 

для относительно простых задач [80]. Существует несколько методов автоматизации данного 

процесса, например — функции библиотеки SciKit-Learn [81] GridSearchCV и 

RandomizedSearchCV. Функция GridSearchCV испытывает все комбинации гиперпараметров по 

заданной «сетке» значений, функция RandomizedSearchCV подбирает подходящие значения 

гиперпараметров в заданных пределах поиска, ориентируясь на указанную вычислительную 

стоимость. Для более сложных задач возможна частичная автоматизация подбора 

гиперпараметров, цель которой — сужение круга тестируемых значений по сравнению с 

обычным перебором. С данной целью могут использоваться такие методы, как байесовская 

оптимизация, градиентный поиск и эволюционный поиск гиперпараметров, либо комбинация 

методов [82 – 85]. 

 

 

1.5.1.4 Линейная регрессия с регуляризацией 

 
Линейная регрессия считается одним из самых простых и широко распространенных 

методов машинного обучения. Различают парную (простейшую) регрессию, когда строится 

зависимость целевой переменной от одной независимой переменной, и множественную 

линейную регрессию, в которой целевая переменная зависит от нескольких переменных. Цель 

применения множественной линейной регрессии — описание экспериментальных данных с 

помощью уравнения [75]: 

 

 𝑓(𝑦ො) = 𝛽 +  𝛽 ∙ 𝑋 
ே

ୀଵ
 (69) 

 
где 𝑦ො — расчетное значение зависимой переменной, X1..N — независимые переменные, N —

количество независимых переменных, 𝛽..ே — коэффициенты модели. Параметры модели 

настраиваются методом наименьших квадратов, использующем в качестве целевой функции 

сумму квадратов разностей между измеренными и расчетными данными. Во избежание 

переобучения и с целью сокращения числа используемых признаков при обучении моделей 
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линейной регрессии применяются методы регуляризации, наиболее распространенными из 

которых являются регуляризация Лассо (L1) [86], метод регуляризации Тихонова [87] (также 

известный как гребневая регрессия или L2) и регуляризация Elastic Net [88]. В первом подходе 

сумма абсолютных значений параметров βi, умноженная на некоторый параметр регуляризации 

λ1, добавляется к целевой функции: 

 
 𝐿(𝜆ଵ , 𝛽) =  |𝑦 − 𝑋𝛽|ଶ +  𝜆ଵ |𝛽|ଵ (70) 

 

где |𝛽|ଵ = ∑ |𝛽|
ே
ୀଵ . Таким образом алгоритм оптимизации минимизирует как сумму квадратов 

ошибок, так и сумму абсолютных значений коэффициентов. Этот подход часто используется как 

метод фильтрации используемых признаков, так как регуляризация L1 склонна присваивать 

нулевые коэффициенты менее значимым признакам. Метод регуляризации Тихонова, в свою 

очередь, использует сумму значений квадратов коэффициентов в качестве дополнительного 

слагаемого к целевой функции: 

 
 L൫λଶ,, β൯ =  |y − Xβ|ଶ + λଶ |β|ଶ (71) 

 
где |β|ଶ = ∑ β୧

ଶ
୧ୀଵ . Как результат, такое слагаемое представляет собой строго выпуклую функцию 

и имеет уникальный минимум. Метод регуляризации Тихонова прежде всего влияет на большие 

значения коэффициентов, при этом не имея склонности к обнулению коэффициентов. Наконец, 

регуляризация методом Elastic Net использует взвешенную сумму слагаемых L1 и L2 в качестве 

дополнительного слагаемого целевой функции. Использование регуляризации не ограничивается 

задачами линейной регрессии — она применяется во многих оптимизационных задачах, в том 

числе в большинстве других методов машинного обучения. В разных частях данной работы 

используется регуляризация методами L1 и L2. 

 

 

1.5.1.5 Искусственные нейронные сети прямого распространения 

 

Идеи, лежащие в основе искусственных нейронных сетей, опираются на предположения 

ученых о работе человеческого мозга. Несмотря на то, что искусственные нейронные сети обрели 

наибольшую популярность только в последнее десятилетие, ранние исследования нейронных 

сетей восходят к 1940-м, когда Уоррен Маккалок и Уолтер Питт [89] впервые предложили 

возможный механизм работы нейронов. Однако в последующие десятилетия, вслед за первой 

реализацией модели нейрона Маккалока - Питта — персептрона Розенблатта в 1950-х [74], 

многие научные исследователи и практики в области машинного обучения постепенно стали 
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терять интерес к нейронным сетям, поскольку не существовало эффективного решения задачи их 

обучения. Впоследствии интерес к нейронным сетям вспыхнул вновь, когда в 1986 Румелхарт, 

Хинтон и Уильямс развили алгоритм обратного распространения ошибки (backpropagation) для 

обучения нейронных сетей [90], изначально предложенный независимо друг от друга 

Галушкиным [91] и Вербосом [92]. Разработка эффективного метода обучения нейронных сетей, 

а также экспоненциальный рост вычислительных возможностей компьютеров привели к 

стремительному развитию предложенных идей в последние десятилетия. На данный момент 

разработано большое количество видов нейронных сетей, отличающихся между собой 

структурой и назначением. Так, например, сверточные нейронные сети [93] являются одним из 

наиболее распространенных типов сетей, применяемых для задач обработки изображений и 

машинного зрения, в то время как рекуррентные нейронные сети [94] широко используются при 

распознавании речи и анализе текстовой информации. В данной работе используется нейронная 

сеть прямого распространения, пример архитектуры которой представлен на рисунке 8.  

 

 

Рисунок 8 — Схематическое представление нейронной сети прямого распространения 

 

Основные компоненты представленной нейронной сети — это слои, нейроны, синапсы и 

функции активации. Нейрон искусственной нейронной сети представляет собой 

вычислительную единицу, которая возвращает значение определенной математической функции 

от суммы входных сигналов. Данная математическая функция называется функцией активации 

(на рисунке 8 обозначена как fa). Нейроны могут быть объединены в слои. Нейроны разных слоев 

соединены между собой связями – синапсами, характеристикой которых является вес (w). 

Числовое значение, получаемое на выходе каждого из нейронов сети, обозначено как 𝑎
, где L 

— порядковый номер слоя нейронной сети, а j — порядковый номер нейрона в слое L. Слой 0 на 

рисунке 8 представляет собой входной слой, на который подаются значения рассматриваемых 
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признаков — таким образом число нейронов входного слоя соответствует числу используемых 

независимых переменных. Слой 1 на рисунке 8 — скрытый слой нейронной сети. Чтобы 

рассчитать выходное значение 𝑎ଵ
ଵ первого нейрона данного слоя, выходные значения 𝑎ଵ

, 𝑎ଶ
 и 𝑎ଷ

 

нейронов слоя 0 умножаются соответственно на веса 𝑤
 =  𝑤ଵଵ

ଵ , 𝑤ଵଶ
ଵ  и 𝑤ଵଷ

ଵ  соединяющих их c 

рассматриваемым нейроном слоя 1 синапсов, где L = 1 — порядковый номер слоя нейронной 

сети, содержащего нейрон для которого вычисляется выходное значение, j = 1 — порядковый 

номер данного нейрона в слое L, k = 1, 2, 3 — порядковый номер соединенного с ним нейрона в 

слое (L – 1); затем эти произведения суммируются между собой и к полученному значению 

прибавляется смещение 𝑏
, где, в данном случае, L = 1 и j = 1. Смещение 𝑏

 (или нейрон 

смещения) играет роль, аналогичную роли остальных нейронов, — его выходное значение 

умножается на соответствующий вес, с той разницей, что у него отсутствуют входные сигналы и 

его выходное значение всегда равно единице. Следующим шагом полученная сумма 

преобразуется с помощью функции активации, в результате чего получается значение 𝑎ଵ
ଵ. Таким 

образом, выходное значение j-го нейрона слоя L можно выразить как: 

 
 𝑎

 = 𝑓൫𝑎ଵ
ିଵ𝑤ଵ

 + 𝑎ଶ
ିଵ𝑤ଶ

 + ⋯ + 𝑎
ିଵ𝑤

 +  𝑏
൯ (72) 

 
где K – число нейронов слоя (L – 1). Слой 2 на рисунке 8 — выходной слой нейронной сети, на 

котором рассчитывается значение целевой переменной. 

Для обучения нейронной сети применяется метод обратного распространения ошибки. В 

данном методе на этапе прямого прохода признаки каждой экспериментальной точки обучающей 

выборки подаются в нейронную сеть, где с исходными значениями весов рассчитывается 

значение целевой переменной. Затем рассчитывается ошибка прогнозирования — разница между 

истинным и расчетным значением, после чего слой за слоем в направлении от выходного слоя к 

входному оценивается вклад каждого параметра нейронной сети в ошибку. Таким образом 

определяется градиент ошибки по всем весам в сети, после чего ошибка минимизируется с 

помощью градиентного спуска [91, 92]. 

 

 

1.5.1.6 Функции активации нейронных сетей 

 

Функция, обозначенная как “fa” на рисунке 8, — это функция активации, преобразующая 

выходной сигнал нейрона. В то время, как для выходного слоя она определяется в зависимости 

от задачи, для остальных слоев подходящая функция определяется методом подбора. В таблице 

5 приведен список функций активации, рассмотренных в данной работе. 
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Таблица 5 — Функции активации 

№ Имя Уравнение График [95] 

1 Линейная  

 

2 Логистическая f(𝑥) =
𝐿

1 + 𝑒ି(௫ି௫బ)
 

 

3 TanH 
 

 

4 Softsign [97] 
 

 

5 
Rectified Linear  

Unit (ReLu) [98]  
 

6 
Exponential Linear  

Unit (ELU) [99]  
 

7 

Scaled exponential 

linear unit (SELU) 

[100]   
 

8 Softplus [101]  

 

 

 

1. Линейная функция активации представляет собой тождественное отображение ее 

аргумента и обычно используется на входном слое нейронной сети, а также на выходном слое 

при решении задач регрессии, где необходимо применение функции с неограниченной областью 

значений, в то время как нелинейные преобразования производятся в скрытых слоях. 

2. Основные преимущества логистической функции, частный случай которой при L = 1, x0 

= 0 и k = 1 часто называют сигмоидой, — гладкая производная, нелинейность, ограничение 
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области значений. К недостаткам данной функции относят относительную вычислительную 

сложность и проблему исчезающего градиента, при которой градиент практически не меняется в 

областях, близких к предельным значениям функции. 

3. TanH — гиперболический тангенс. Функция обладает всеми свойствами логистической 

функции, но имеет более крутой градиент, в связи с чем ее использование приводит к повышению 

скорости нахождения минимума целевой функции оптимизационным алгоритмом в ряде задач. 

Еще одно важное отличие функции активации гиперболического тангенса — область значений в 

диапазоне от -1 до 1, что позволяет получать отрицательные значения функции при 

отрицательных аргументах. 

4. Softsign — альтернатива функции гиперболического тангенса, главное отличие которой 

— полиномиальный рост, в отличие от экспоненциального роста в TanH. 

5. ReLU — одна из наиболее широко применяемых функций активации, ее плюсы – 

высокая скорость вычисления, отсутствие проблемы исчезающего градиента. Основным 

недостатком считается игнорирование функцией отрицательных весов, данная проблема решена 

в функциях LeakyReLU и ELU. 

6. ELU — аналог ReLU с экспоненциальной зависимостью при отрицательном аргументе. 

7. Selu — функция активации, позволяющая нормализовать данные непосредственно 

внутри функции.  

8. Softplus — гладкая аппроксимация функции ReLU. 

 

Одно из главных преимуществ нейронных сетей заключается в их способности 

обрабатывать информацию, содержащуюся в больших объемах данных и описывать сложные 

функции. Нейронные сети зачастую превосходят другие алгоритмы машинного обучения при 

решении сложных задач моделирования. Основные минусы нейронных сетей — это склонность 

к переобучению, долгое время обучения, требовательность к количеству и качеству входных 

данных, сложность подбора гиперпараметров [96]. Также важным недостатком данных моделей 

является низкая интерпретируемость получаемых результатов — модели такого типа нередко 

сравнивают с «черным ящиком», ввиду сложности непосредственной оценки влияния входных 

данных на целевую переменную. Стоит отметить, что при использовании небольших моделей, 

получение уравнения нейронной сети и, следовательно, анализ влияния используемых признаков 

на целевую переменную, не составляет большой сложности. Однако, последующее развитие 

модели за счет введения новых экспериментальных данных или увеличения числа используемых 

признаков (например, при добавлении новых компонентов в моделируемые системы) приведет к 

увеличению числа используемых параметров и нецелесообразности использования подобного 

подхода в сравнении с физическим моделированием. 
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1.6 Прогнозирование вязкости методами машинного обучения в научной литературе 

 

Методы машинного обучения, несмотря на свое относительно недавнее широкое 

распространение, успешно применяются при прогнозировании физических и химических 

свойств веществ [102, 72]. 

Использование подходов математического моделирования для прогнозирования вязкости 

целесообразно в применении к веществам, обладающим сложной структурой и 

демонстрирующим комплексные закономерности процессов течения. В научной литературе 

можно выделить несколько классов веществ, для описания вязкости которых применяются 

методы машинного обучения. Первый класс — биодизель — топливо, получаемое при 

переэтерификации триглицеридов, позиционируемое как возможная замена обычному дизелю 

[103 – 106]. Один из главных недостатков биодизеля по сравнению с обычным дизелем — более 

высокая вязкость. Значительное увеличение вязкости применяемого топлива по сути означает 

невозможность его использования в существующих двигателях, в связи с чем решение задачи 

прогнозирования вязкости биотоплива при заданных условиях является важным шагом на пути 

его успешного внедрения. В работах, рассматривающих решение проблемы прогнозирования 

вязкости с помощью методов машинного обучения, в качестве обучающих признаков 

используются состав топлива, включающий в себя определенное количество метиловых эфиров 

жирных кислот, температура, количество атомов углерода и водорода. В работах [103, 104, 105] 

моделирование проводилось с помощью нейронной сети прямого распространения с одним 

скрытым слоем, в работе Менг и др. [105] вместо одного алгоритма использовалась обобщающая 

модель — прогнозы, построенные нейронной сетью и методом опорных векторов, усреднялись 

для получения итогового результата. 

Водные растворы наночастиц (размером менее 100нм) оксидов металлов — еще один 

класс веществ, для описания вязкости которых используются искусственные нейронные сети. 

Данные растворы применяются в системах, для работы которых необходима жидкость с высокой 

теплопроводностью (например, охлаждающие системы). Впервые возможность моделирования 

теплопроводности неньютоновских нанорастворов была исследована в работе Хожата и др. [107]. 

В дальнейшем, отталкиваясь от результатов данной работы, были проведены исследования по 

моделированию теплопроводности наножидкостей различных составов с использованием 

разных архитектур нейросетей (например, [107, 108, 109]). Полученные результаты показали 

высокую эффективность нейронных сетей в применении к моделированию теплопроводности 

неньютоновских жидкостей. В дальнейшем нейронные сети также были использованы для 

прогнозирования их вязкости. В работе Эсфе и др. [110] для предсказания вязкости раствора 

наножидкости TiO2 в качестве признаков для обучения модели были взяты два параметра – 
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температура и массовая доля наночастиц оксида, в то время, как такие параметры, как размер 

частиц порошка и плотность жидкости-основы были приняты постоянными. Как и в предыдущих 

работах, была использована нейронная сеть прямого распространения с одним скрытым слоем. 

Функцией активации была выбрана функция гиперболического тангенса. Для моделирования 

вязкости данной системы применялась нейронная сеть с четырьмя нейронами в скрытом слое, 

которая показала наибольшую точность, даже в сравнении с более сложными архитектурами. 

Полученная модель с высокой точностью описывает вязкость нанораствора в интервале 

температур 280 – 350 K и содержании наночастиц TiO2 в интервале 1 – 35 вес.%. Аналогичный 

подход применяется в статье Жао и др. [111], в которой результаты экспериментального 

исследования теплопроводности и вязкости водного нанораствора Al2O3 использованы для 

построения модели на основе нейронной сети, использующей радиальные базисные функции как 

функции активации. В работе Юсефи [112] для моделирования вязкости суспензий наночастиц 

CuO, SiO2, Al2O3 и TiO2 в воде и водных растворах пропилен- и этилен- гликоля в качестве 

признаков использовались температура, объемная доля наночастиц, размер частиц, а также 

вязкость и плотность жидкости-основы. Ввиду малого числа имеющихся экспериментальных 

данных (183 точки), часть информации для обучения нейронной сети была получена оценочным 

методом 'mega-trend-diffusion', рассчитывающим «виртуальные» экспериментальные данные в 

заданном диапазоне, вычисленном полагаясь на свойства статистического распределения 

имеющихся данных. Показано, что полученная модель вязкости превосходит по точности 

имеющиеся традиционные модели. 

Проблема прогнозирования вязкости силикатных расплавов с применением нейронных 

сетей обсуждалась в ряде работ [113 – 117]. Впервые применение искусственных нейронных 

сетей для моделирования вязкости шлаков было предложено в 1992 году в статье Рэйтера и др. 

[113]. В работе применялась искусственная нейронная сеть с двумя нейронами на входном слое, 

тремя в скрытом и одном на выходе. Авторы показали, что точность построенной модели 

сравнима с точностью кусочно-заданной полиномиальной функцией 5-го порядка. Для обучения 

и оценки обобщающей способности модели использовались наборы данных из 69 и 10 

экспериментальных точек, соответственно. 

Саксен и др. [114] в 1997 году предложили использование нейронной сети для 

предсказания вязкости шлаков с высоким содержанием магния. Нейронная сеть была обучена на 

наборе данных из 350 экспериментальных точек, анализ результатов показал превосходство 

полученной модели над моделью линейной регрессии, построенной на этом же наборе данных. 

В этом же году была опубликована диссертация Фолкедаля [115], в которой он, 

использовав набор из 2700 экспериментальных точек для 9 шлаков в интервале температур 450 

– 2200 ºС, построил две нейронные сети для прогнозирования вязкости — одна обученная 
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методом обратного распространения ошибки, другая — методом группового учета аргументов. 

В качестве признаков были использованы температура и составы шлаков. Точность 

предложенных моделей была сравнена с точностью моделей Калмановича-Франка [36] и 

Синьора-Сринивасачара [118]. В работе показано переменное превосходство нейронных сетей и 

традиционных моделей. На рисунке 9 представлено описание вязкости многокомпонентных 

шлаков в зависимости от температуры моделью нейронной сети в сравнении с 

экспериментальными данными и традиционными моделями. Обученные нейронные сети были 

объединены с традиционными моделями третьей нейронной сетью прямого распространения, 

которая при заданных параметрах выбирала наиболее точный метод расчета. 

Ханао и др. [116] в своей работе исследовали вязкость флюса, используемого при 

непрерывном литье стали. Как и в предыдущих работах, признаками служили температура и 

составы, применялась нейронная сеть прямого распространения с одним скрытым слоем. 

Сравнение полученной модели с моделью Ииды представлено на рисунке 10. Как видно из 

рисунка, модель на основе нейронной сети позволяет более точно аппроксимировать имеющиеся 

экспериментальные данные. 

Душене и др. [117] исследовали влияние добавок канадского известняка и доломита на 

вязкость угольного шлака. С этой целью авторами было разработано 3 нейронные сети прямого 

распространения, каждая с тремя нейронами в скрытом слое. Помимо температуры и состава 

шлака, в качестве категориальной независимой переменной было предложено ввести атмосферу, 

в которой проводилось измерение вязкости. По итогам обучения моделей было показано, что 

такой подход не приводит к увеличению обобщающей способности модели, и признак не был 

включен в обучающую выборку. Полученная модель ANN3 была применена для оценки влияния 

введения канадского известняка и доломита на вязкость 14-компонентного шлака. Точность 

прогнозов построенных моделей сравнена с точностью традиционных моделей в таблице 6. На 

рисунке 11 представлены графики зависимости вязкости шлака от температуры при добавлении 

разного количества флюсов канадского известняка (FA1 и FA2) и доломита (FA3), построенные 

с применением разработанной модели. Пунктирная линия на рисунке обозначает уровень 

вязкости 25 Па⸱с, который не рекомендуется превышать для оптимальной работы газификатора. 

Без использования флюса температура, необходимая для поддержания указанной вязкости, 

находится на уровне 1750 K. В результате добавления 0,5 – 1 грамма флюсов FA1 и FA2 на 1 

грамм золы предел температуры снижается до 1675 – 1600 K; при добавлении 0,5 – 1 грамма 

флюса FA3 предел температуры снижается до 1500 – 1350 K, что, предположительно, 

объясняется повышенным содержанием магния в применяемом доломите. Таким образом в 

работе Душене разработана и использована для выбора оптимального флюса для шлака 
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заданного состава нейронная сеть, превосходящая по точности приведенные традиционные 

модели. 

 

Рисунок 9 — Описание вязкости многокомпонентных шлаков в зависимости от температуры 

моделью нейронной сети в сравнении с экспериментальными данными и расчетом моделями 

Синьора-Сринивасачара (а) и Калмановича-Франка (б) [115] 

 

 

Рисунок 10 — Соотношение экспериментальных и расчетных значений вязкости 

многокомпонентного шлака для моделей Ииды и нейронной сети [116] 

 

Таблица 6 — Средняя абсолютная логарифмическая (ln (η, Па∙с)) ошибка исследованных 

моделей [117] 

Модель Набор данных 
Все Обучение Тест 

Урбана 2,680 2,742 2,494 
Рибу  2,516 2,653 2,114 
Калмановича-Франка 2,611 2,722 2,284 
BBHLW  2,196 2,190 2,220 
ANN1  1,549 1,526 1,619 
ANN2  1,690 1,609 1,927 
ANN3  1,644 1,575 1,849 
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а) и б) — канадский известняк (FA1 и FA2); в) — доломит (FA3)  

Рисунок 11 — Зависимость вязкости шлака от температуры при добавлении разных флюсов в 

соответствии с расчетами моделью нейронной сети (пунктирная линия соответствует 25 Па⸱с) 

[117] 

 

Несмотря на общую позитивную оценку использования нейронных сетей для 

моделирования вязкости силикатов авторами рассмотренных статей [113 – 117], большинство 

приведенных работ используют сравнительно небольшие наборы данных для обучения и не 

приводят зависимостей вязкости от состава, что не позволяет сделать вывод о применимости 

метода. 
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1.7 Выводы по обзору литературы 

 

1. Литературный обзор показал, что моделирование вязкости силикатов затруднено 

сложными взаимодействиями базовых компонентов шлака и нелинейным характером 

зависимости от температуры. 

2. Несмотря на значительный прогресс, достигнутый в моделировании вязкости, 

существующие модели работают в ограниченных интервалах химических составов и 

температур. В то время как большинство разработанных моделей применимы лишь для 

полностью жидких шлаков, модифицированная модель Аврамова [1], позволяющая 

рассчитывать вязкость как полностью жидких, так и переохлажденных силикатных 

расплавов, не предоставляет удовлетворительного описания имеющихся 

экспериментальных данных.  

3. Альтернативным подходом к моделированию вязкости силикатных расплавов является 

применение методов машинного обучения, однако большинство существующих работ, 

применяющих нейронные сети для моделирования вязкости, использует сравнительно 

небольшие наборы данных и ни одна не дает подробного описания результатов 

моделирования, включающего зависимости вязкости как от температуры, так и от состава. 
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ГЛАВА 2 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДИКА ИССЛЕДОВАНИЯ 

 

В главе 2 настоящей работы описываются применяемые в исследовании методики. 

Применяемые методы можно условно разделить на две группы — экспериментальные и 

вычислительные. Цель экспериментальной части работы — определение химического состава 

рассматриваемых шлаков медеплавильного производства. Результаты исследования в 

дальнейшем используются при выборе системы оксидов для моделирования вязкости, 

выполняемого в расчетной части работы. 

 

 

2.1 Объекты исследования 

 

Объекты исследования — медеплавильные шлаки, образующиеся в печи КФП 

Алмалыкского ГМК, отобранные на разных этапах производства. 

 

 

2.2 Приготовление шлифов 

 

При приготовлении шлифов образцов шлака использовалась установка Struers Labopol-5 

с приспособлением для полуавтоматической подготовки металлографических образцов 

Laboforce. Скорость вращения шлифовально-полировального круга регулируемая и составляет 

0 – 500 об/мин. Диапазон усилий прижатия шлифов: 0 – 40 Н. Фиксация сменных шлифовальных 

и полировальных дисков магнитная. Образцы заливались в эпоксидную смолу, поверхность 

обрабатывалась на шлифовальных кругах Struers с применением алмазных полировальных 

суспензий разной дисперсности (1, 3 и 9 мкм). 

 

 

2.3 Световая микроскопия 

 

Для получения общего представления о структуре образцов, пористости, распределении 

сульфидов меди, а также для подготовки к исследованиям методом растровой микроскопии 

применялся метод световой микроскопии. Для данных исследований применялся микроскоп 

Olympus GX71F-5 с увеличением от 12,5 до 1000 раз, оборудованный системой для фотосъемки 

микроструктур с высоким качеством изображения.  
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2.4 Микроструктурный анализ 

 

Исследования структуры образцов и количественный анализ химического состава 

проводились на электронном сканирующем микроскопе TESCAN VEGA LMH с катодом LaB6 

(СЭМ) и системой рентгеновского энергодисперсионного микроанализа Oxford Instruments 

Advanced AZtecEnergy. 

Объектами исследования были шлифы из представленных образцов, покрытые 

углеродным напылением толщиной 20 нм для обеспечения электропроводности. 

Использовались режимы отраженных электронов и вторичных электронов. Траектория 

отраженных электронов носит прямолинейный характер. Число отраженных электронов 

зависит от атомного номера элементов вещества объекта. Чем больше атомный номер 

зондируемого вещества, тем больше электронов содержат атомы, тем интенсивнее обратное 

рассеяние быстрых электронов и тем светлее будут выглядеть эти участки. Таким образом, 

при этом режиме работы микроскопа достигается максимальный фазовый контраст. Энергия 

вторичных электронов невелика (порядка 10 эВ). Поэтому вторичные электроны, 

образующиеся на значительной глубине, рекомбинируют с ионизированными атомами, и 

область объекта, которая дает эффект вторичной электронной эмиссии, имеет глубину менее 

50 нм и диаметр, лишь немного превышающий диаметр электронного зонда. Поэтому 

изображение во вторичных электронах имеет более высокое разрешение, чем изображение в 

отраженных электронах (с увеличением до 100000 крат). 

 

 

2.5 Математическое и физическое моделирование 

 

Подготовка данных, разработка моделей, оптимизация параметров, визуализация и оценка 

результатов проводились в средах программирования Spyder и Jupyter Notebook на языке 

программирования Python v3.6 с применением следующих открытых программных библиотек: 

Pandas [119], Numpy [120], SciPy [121], Plotly [122], Matplotlib [123], ScikitLearn [81], Keras [124], 

Tensorflow [125] и других. Для вычисления структурных данных применялось программное 

обеспечение FactSage 7.2 [126] с термодинамической базой данных, разработанной Яженских и 

др. [57 – 61]. 
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ГЛАВА 3  ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ДАННЫЕ 

 

3.1 Экспериментальное исследование шлаков 

 

В работе были проанализированы медеплавильные шлаки, образующиеся в печи КФП 

Алмалыкского ГМК, отобранные на разных этапах производства. Алмалыкский ГМК является 

ведущим мировым производителем цветных и благородных металлов, производственная 

мощность которого базируется на запасах медно-молибденовых, свинцово-цинковых и 

золотосеребряных месторождений, располагающихся на территориях Ташкентской, Джизакской, 

Наманганской областей Республики Узбекистан. В настоящее время список минералов включает 

в себя 179 названий. Из них к рудным минералам относятся около 60. 

Полное описание результатов по каждому из исследованных образцов приведено в 

приложении А к диссертационной работе. Образцы 1 – 8 были взяты с отвала шлака, образец 9 

был взят с выпуска. Пример внешнего вида исследованных образцов шлака представлен на 

рисунке 12. Все образцы пористые, имеют разный цвет поверхности в зависимости от состава 

(красный для оксида железа, синий для оксида меди и т. д.). Образцы были разломаны в 

гидравлическом прессе и проанализированы методами световой микроскопии, сканирующей 

микроскопии и рентгеноспектрального анализа [127]. 

 

 

Рисунок 12 — Внешний вид некоторых образцов исследованного шлака 

 

Нормализованные составы шлаков показаны на псевдо-тройной диаграмме MeO – FeO – 

SiO2 (рисунок 13), где MeO — сумма остальных оксидов (Al2O3, CaO, MgO и т.д.). Для простоты 

предполагалось, что содержание Fe2O3 в шлаковой фазе пренебрежимо мало, поэтому все железо 



54 
 
может быть представлено в виде оксида железа. Соотношение FeO/SiO2, соответствующее 

составу фаялита, показано пунктирной линией. Химические составы шлаков, полученные 

методом рентгеноспектрального анализа, приведены в таблице 7. 

 

 

Рисунок 13 — Псевдо-тройная диаграмма MeO – FeO – SiO2 (мол. %)  

 

Чтобы определить оксиды для дальнейшего моделирования для каждого элемента было 

вычислено значение медианы составов по всем образцам (столбец ‘Медиана’ в таблице 7). 

Ненулевое значение данной величины означает присутствие элемента в большинстве 

исследуемых шлаков. Значение медианы предпочтительно среднему значению ввиду наличия 

выбросов в составах. Также важным условием является наличие достаточного количества 

экспериментальных исследований вязкости рассматриваемого оксида. В столбцах ‘Nэксп' и 

‘Nbin эксп' приведено количество имеющихся в используемой базе данных [128] 

экспериментальных точек в целом и отдельно в двойной системе MO – SiO2, где MO – оксид 

соответствующего элемента. Для проверки способности модели описывать зависимость вязкости 

от состава, в том числе описания эффектов компенсации заряда, проскальзывания и смешения 

щелочей, и по совокупности признаков присутствия оксидов в составах исследуемых шлаков и 

наличия экспериментальных данных вязкости, для дальнейшего изучения была выбрана пятерная 

оксидная подсистема SiO2 – Al2O3 – CaO – Na2O – K2O. Система может рассматриваться как базис 

для построения моделей для систем более высокого порядка, включающих оксиды железа, 

магния и других. 
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Таблица 7 — Химические составы исследованных шлаков 

Образец № 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 Медиана 

Nэксп Nbin эксп 
ат. % 

Na 0,05 0,03 0,0 0,42 0,15 0,31 0,1 0,0 0,0 0,05 4853 1940 

Mg 1,5 0,8 0,0 0,0 0,0 0,0 0,5 0,9 0,8 0,5 5550 72 

Al 4,2 4,2 4,7 2,5 4,8 2,2 2,7 4,1 3,1 4,1 8087 213 

Si 15,2 20,8 17,0 12,3 19,0 6,1 30,2 19,2 25,4 18,1 19365 - 

S 2,1 0,5 0,6 1,1 1 11,7 0,7 0,5 0,3 0,7 0 0 

K 1,1 1,3 1,1 1,2 1,3 0,4 1,5 1,6 1,3 1,3 2234 615 

Ca 1,6 1,2 1,3 0,9 1,4 0,3 0,6 1 0,7 1 10633 299 

Ti 0,12 0,14 0,15 0,05 0,25 0,06 0,07 0,21 0,2 0,14 544 0 

Cr 0,02 0,07 0,0 0,0 0,0 0,0 0,01 0,1 0,0 0,0 0 0 

Mn 0,17 12,2 0,13 0,0 0,03 0,0 0,02 0,06 0,0 0,03 191 53 

Fe 18,5 12,2 16 26,3 14,5 29,6 4,1 15,4 14,5 15,4 5296 541 

Cu 0,38 0,74 0,21 0,71 0,22 6,23 0,14 0,26 0,5 0,38 0 0 

Zn 0,44 0,36 0,87 0,23 0,36 0,57 0,07 0,38 0,3 0,36 99 5 

As 0,0 0,0 0,0 0,06 0,2 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 

Mo 0,0 0,0 0,0 0,07 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 

Ba 0,05 0,05 0,0 0,0 0,0 0,0 0,02 0,04 0,0 0,0 415 122 

Pb 0,03 0,11 0,08 0,03 0,03 0,18 0,04 0,04 0,1 0,04 1277 1052 

 

 

 

3.2 Экспериментальные данные вязкости оксидных систем из литературных источников 

 

В работе использовалось около 9750 экспериментальных точек, взятых из базы данных 

Кондратьева А. В [128] и базы данных SciGlass [129] для выбранной в п.3.1 системы. Источники 

экспериментальных данных представлены в приложении Б к диссертационной работе. На этапе 

первичной обработки данных экспериментальные значения вязкости семнадцати систем, 

включающих систему SiO2 – Al2O3 – CaO – Na2O – K2O и ее подсистемы, были визуализированы 

и очищены от выбросов. Выбросами признавались данные, явно противоречащие 

экспериментальным точкам двух или более других авторов. Источниками ошибок при 

измерениях вязкости могут быть неточности при определении температуры, состава, отсутствие 

контроля атмосферы эксперимента, разделение фаз, неправильно подобранный материал 

сенсора, загрязнение тестируемого вещества материалами сенсора и тигля, расцентровка частей 

ротационных вискозиметров [130]. Среди применяемых методов измерения вязкости можно 

выделить высоко- и низкотемпературные [19]. К высокотемпературным относятся методы 

уравновешенной сферы, вращающегося цилиндра, вращающегося тигля, колеблющегося 

цилиндра, к низкотемпературным — метод изгиба балки, вытягивания волокна, микровнедрения, 
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параллельных пластин, одноосного сжатия. Из начального набора 9750 экспериментальных 

точек, по результатам определения выбросов, 7319 были приняты к дальнейшему 

моделированию. Обзор использованных экспериментальных данных представлен в таблице 8. 

Число точек для каждой системы в таблице не включает точки, входящие в ее подсистемы. 

 

Таблица 8 — Обзор использованных экспериментальных данных 

Система 
Число 

точек 

Число 

источников 

Диапазон 

температур, °C 

SiO2 Na2O K2O Al2O3 CaO 

мольная доля 

SiO2 1014 47 977-2512 1,00-1,00 - - - - 

Al2O3 63 7 2042-2552 - - - 1,00-1,00 - 

SiO2-CaO 238 10 764-2120 0,40-0,70 - - - 0,30-0,60 

SiO2-K2O 540 25 502-1750 0,46-0,97 - 0,03-0,54 - - 

Al2O3-CaO 202 11 1383-2282 - - - 0,19-0,69 0,31-0,81 

SiO2-Na2O 1674 64 500-2000 0,40-0,95 0,05-0,60 - - - 

SiO2-Al2O3 240 6 1139-2499 0,10-1,00 - - 0,00-0,90 - 

SiO2-CaO-K2O 42 4 600-1575 0,42-0,72 - 0,01-0,20 - 0,10-0,50 

SiO2-Na2O-K2O 96 7 506-1450 0,64-0,85 0,05-0,31 0,03-0,28 - - 

SiO2-CaO-Na2O 155 6 508-1570 0,39-0,72 0,00-0,40 - - 0,00-0,49 

SiO2-Al2O3-CaO 1448 29 780-2183 0,01-0,77 - - 0,00-0,51 0,10-0,70 

SiO2-Al2O3-K2O 91 4 871-2394 0,40-0,75 - 0,12-0,50 0,02-0,12 - 

SiO2-Al2O3-Na2O 804 22 501-2386 0,59-0,83 0,08-0,31 - 0,00-0,24 - 

SiO2-Al2O3-CaO-K2O 85 3 1265-1771 0,37-0,78 - 0,01-0,11 0,03-0,19 0,05-0,56 

SiO2-Al2O3-CaO-Na2O 211 7 800-1601 0,34-0,73 0,01-0,16 - 0,06-0,24 0,03-0,48 

SiO2-Al2O3-Na2O-K2O 318 12 504-1692 0,60-0,87 0,01-0,24 0,00-0,19 0,03-0,17 - 

SiO2-Al2O3-CaO-Na2O-

K2O  
98 3 729-1651 0,63-0,80 0,02-0,06 0,01-0,04 0,05-0,18 0,02-0,23 

Всего 7319 194 500-2552 0,00-1,00 0,00-0,60 0,00-0,54 0,00-1,00 0,00-0,81 
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ГЛАВА 4 ФИЗИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЯЗКОСТИ 

 

В настоящей главе описывается разработка физической модели вязкости — модификации 

модели Аврамова. Модель применяется к четверной системе SiO2 – Al2O3 – Na2O – K2O и ее 

подсистемам [131]. 

 

 

4.1 Модель Аврамова и ее модификация 

 

В данной работе развивается модификация модели вязкости Аврамова [132, 133], 

предложенная Нэнтвигом и др. [1]. Модель Аврамова основана на предположении, что движение 

структурных единиц силикатного расплава — это термически активируемый скачкообразный 

процесс. В этом случае средняя частота перескока 〈v〉 может быть выражена как интеграл 

произведения v(E)  = 𝑣 exp (−E / RT) и вероятности p(E), что структурная единица преодолеет 

энергетический барьер E: 

 

 〈v〉 =  න v(E)p(E)dE ≈  න v exp ൬−
E

RT
൰ p(E)dE

ౣ



ஶ



 (73) 

 
где v0 — частота колебаний структурной единицы в ее энергетической ячейке; Em — предел 

энергии активации, при котором v(E) можно считать ненулевой. Имея заданную функцию 

распределения вероятностей с дисперсией σ, можно показать [133], что средняя частота 

перескока может быть выражена как: 

 

 〈v〉 =  v
ᇱ  exp ൬−

E୫

σ
൰ (74) 

 
где v

ᇱ  — константа. Функция распределения вероятности энергии активации p(E) обусловлена 

пространственным беспорядком, который всегда присутствует в конденсированных системах. 

Аврамов и Милчев показали [132], что дисперсия функции распределения вероятности σ связана 

с конфигурационной энтропией системы Sconf: 

 

 σ =  σ exp 
2(Sୡ୭୬ −  S

ୡ୭୬)

ZR
  (75) 

 
где σ0 и S0

conf — дисперсия и конфигурационная энтропия при эталонной температуре T0. Так как 
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 Sୡ୭୬ −  S
ୡ୭୬ =  න

С୮
ୡ୭୬

TdT



బ

 (76) 

 
и если конфигурационная теплоемкость Сp

conf постоянна, дисперсия может быть выражена 

следующим образом: 

 
 σ =  σ(T/T) (77) 

 

где α = (2Cp
conf / RZ); Z — число степеней свободы. Вязкость связана со средней частотой 

перескока через уравнение Максвелла: 

 

 η =  
Gஶ

〈v〉
 (78) 

 
где G∞ — модуль сдвига бесконечности. При объединении уравнений (74), (77) и (78) можно 

вывести уравнение вязкости Аврамова: 

 
 η =  η exp (θ/T) (79) 

 

где η = Gஶ/ v
ᇱ  это вязкость при бесконечно высокой температуре; θ = (E୫ ∕ σ)

ଵ
ൗ ∙ T — 

приведенная энергия активации. 

Для учета зависимости вязкости от структуры Нэнтвиг предложил модифицировать 

уравнение (79) в соответствии с подходом Аврамова. Уравнение (79) выведено для непрерывного 

«спектра» частот перескока структурных единиц, что применимо для чистых веществ. Если 

принять дискретный спектр для N независимых структурных единиц с частотами прыжков vi (E; 

Ei
m, σi), средняя частота скачка может быть представлена в виде суммы [6]: 

 

 ⟨v⟩ =  ν୧൫E; E୫
୧ , σ୧൯X୧



୧ୀଵ

=  X୧ න ν,୧

ౣ




exp ൬−
E

RT
൰ p(E; E୫

୧



୧ୀଵ

,  σ୧)dE (80) 

 
где Xi — мольные доли структурных единиц; v0,i, Ei

m и σi имеют то же значение, что и раньше.  

Уравнение (74) можно переписать для каждого vi(E; Em
i, si). Однако, для получения 

выражения, аналогичного уравнению (77), выведенного из уравнения (75), необходимо принять 

зависимость конфигурационной теплоемкости от структуры или состава. В работе предложена 

линейная зависимость C
ୡ୭୬ =  C୮

୧


୧ୀଵ
X୧. Учитывая вышеизложенное, можно получить 

следующее уравнение для дисперсии: 
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 σ୧ = σ,୧ ൬
T

T
൰



 (81) 

 
где αi = 2Cpi / RZi; Zi — число степеней свободы для каждого типа ассоциатов; T0 — эталонная 

температура. 

Наконец, из уравнения (79) можно получить следующее модифицированное уравнение 

вязкости Аврамова: 

 

 
η =

1


1

η,୧
X୧ exp ൬− ቀ

θ୧

T
ቁ



൰



୧ୀଵ

 
(82) 

 

где η,୧ = Gஶ ∕ ν,୧
ᇱ ; θ୧ = ൫E୫

୧ ∕ σ,୧൯
ଵ

ൗ
T. 

В настоящей работе предлагаются две модификации приведенного выше уравнения: 

первая учитывает более сильную структурную зависимость частоты перескока, чем полагалось в 

предыдущей версии модели [1], вторая — учитывает тенденцию к формированию кластеров с 

увеличением количества структурообразователей в расплаве. 

Анализ предыдущей модели [1] показал, что изменение концентраций структурных 

единиц при изменении состава и температуры, предлагаемое используемой моделью 

ассоциативных растворов в рассматриваемом диапазоне температур, недостаточно для описания 

изменения вязкости, предполагаемого имеющимися экспериментальными данными и 

уравнением (82). Для изменения структурной зависимости вязкости в выражение частоты 

перескока предлагается ввести дополнительный множитель μ(Xi): 

 
 μ =  mX୧

୬ (83) 

 
где Xi — мольная доля ассоциата, параметр mi условно включается в η0i, а параметр ni, 

выражающий степень зависимости частоты перескока от структуры, принят равным 1 для всех 

ассоциатов в рамках исследуемых систем. Введение данного множителя позволило снизить 

среднюю абсолютную ошибку моделирования в исследуемых системах на 40%, при этом 

значительно повысив точность моделирования при низких температурах. 

Для учета вклада увеличения числа связей ассоциатов в вязкость при увеличении степени 

полимеризации расплава в предлагаемой модели введена зависимость числа степеней свободы Z 

в выражении хрупкости расплава α = (2Cp
conf / RZ) от состава. Предполагается, что для ассоциата 

i в условиях частично полимеризованной среды среднее число степеней свободы будет обратным 

мольной доле структурообразующих оксидов. Предполагая линейную зависимость и 
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подразумевая, что другие компоненты выражения хрупкости расплава постоянны, α может быть 

выражена следующим образом: 

 α୧ = a୧ଵ + a୧ଶγୗ୧ + a୧ଷγ୪ (84) 

 
где γSi и γAl — мольные доли структурообразующих оксидов в расплаве на основе Si4+ и Al3+, 

соответственно; а ai1, ai2 и ai3 — настраиваемые параметры. Мольная доля структурообразующих 

оксидов γAl рассчитывается из предположения, что одновременное присутствие в расплаве 

одного моля оксида-модификатора и одного моля Al2O3 приводит к образованию одного моля 

структурообразующего оксида на базе Al3+. Несмотря на то, что данный подход является 

упрощением [134, 14], он позволяет приближенно оценить мольную долю структурообразующих 

оксидов в расплаве и, как следствие, выразить среднее число степеней свободы ассоциата. Выбор 

линейной зависимости параметра хрупкости расплава от мольной доли оксидов-

структурообразователей произвольный. Введение полиномиальной зависимости данного 

параметра позволяет повысить точность моделирования вязкости, однако, такой подход будет 

означать дальнейшее увеличение числа настраиваемых параметров модели. 

Таким образом, уравнение вязкости, предлагаемое в настоящей работе, может быть 

выражено следующим образом: 

 

 
η =

1


1

η,୧
X୧

ଵା୬ exp ൬− ቀ
θ୧

T
ቁ



൰



୧ୀଵ

 
(85) 

 
где Xi — мольная доля ассоциата; αi — показатель «хрупкости» ассоциата, выраженный через 

уравнение (84); T — абсолютная температура в К; n = 1 для рассматриваемых систем; 𝜃 и 𝜂, — 

настраиваемые параметры. 

В отличие от [62 – 64], где вклад кластеризации SiO2 в вязкость описывается путем 

выделения из общей мольной доли ассоциата SiO2 двух кластеров размером 6 и 109 структурных 

единиц, в рамках данной работы вклад изменения числа степеней свободы ассоциатов 

оценивается непосредственно из состава, что позволяет учесть снижение частоты перескока всех 

ассоциатов. Предполагается, что несмотря на то, что некоторые ассоциаты сами не могут 

образовывать кластеры, общая полимеризация структуры расплава снижает их способность 

передвигаться. 
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4.2 Оптимизация параметров модифицированной модели Аврамова 

 

Для оптимизации параметров модели использовался метод наименьших квадратов, с 

глобальной минимизацией методом «basin-hopping» [135] и локальной минимизацией методом 

Нелдера-Мида [136]. Данные были векторизованы для оптимизации с использованием 

библиотеки Pandas. Все параметры были ограничены: a1, a2, a3 и θ из-за их физического значения 

были установлены как неотрицательные, ln(η0) был ограничен в диапазоне от минус 20 до 10 

ln(Па∙с). Кроме того, использовалась L2 регуляризация для предотвращения получения 

необоснованно высоких абсолютных значений параметров. Первоначально модель была 

оптимизирована на небольших наборах экспериментальных данных, затем на всем множестве 

экспериментальных данных, после чего параметры настраивались вручную. Алгоритмическая 

оптимизация проводилась сразу для всех систем, ручная настройка выполнялась в порядке от 

чистых до многокомпонентных систем. При алгоритмической оптимизации на полном наборе 

экспериментальных данных более высокие веса были установлены для систем с меньшим числом 

экспериментальных точек. Ручная настройка была частично автоматизирована при помощи 

функции, принимающей список параметров и диапазон возможных значений для каждого 

параметра в качестве входных данных и возвращающей набор графиков с нанесенными 

экспериментальными и расчетными данными вязкости для каждой комбинации параметров в 

заданном диапазоне. Полученные графики были использованы для выбора значений параметров, 

позволяющих наилучшим образом описать экспериментальные данные. Ввиду отсутствия 

экспериментальных данных в определенных концентрационных областях систем или по причине 

низкой концентрации определенных ассоциатов в исследуемых областях, некоторые параметры 

модели не имели статистической значимости. Эта проблема решалась введением L2 

регуляризации. Точность модели оценивалась с помощью средней абсолютной ошибки (MAE) и 

визуализации данных. 

Оптимизированные параметры модели представлены в таблице 9. Параметры для 

ассоциатов Al4Na2O7 и AlKSiO4 не были оптимизированы из-за их малого содержания в 

исследованных областях. Параметры a1, a2 и a3 описывают хрупкость расплава; θi — приведенная 

энергии активации, а ln(η0i) — натуральным логарифм теоретической вязкости при температурах, 

приближающихся к бесконечности. Видно, что тетраэдрические, квазитетраэдрические 

ассоциаты и ассоциаты, имеющие в составе оксид кремния, имеют сравнительно высокие 

значения параметра приведенной энергии активации. Значения параметров хрупкости расплава 

a1, a2 и a3 изменяются в диапазоне от 0 до 10 для всех ассоциатов. Нулевое значение для параметра 

a2 или a3 означает, что наличие соответствующих тетраэдрических структурных единиц в 

расплаве не влияет на частоту перескока данного ассоциата, либо что для исследованных 
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областей ассоциат существует одновременно с соответствующими тетраэдрическими 

структурными единицами в незначительных количествах. Значения параметра ln(η0) лежат в 

диапазоне от минус 15 до 0 ln(η0, Па∙с). Средняя абсолютная ошибка модели (MAE) составляет 

0,70 ln(η, Па∙с). Здесь и далее предлагаемая модификация модели Аврамова будет также условно 

обозначаться как «AVmod», либо «физическая модель» при сравнении с моделями машинного 

обучения. 

 

Таблица 9 — Оптимизированные параметры модифицированной модели Аврамова 

 

 a1 θ ln(η0) a2 a3 

SiO2 1,019 55,215 -14,677 0,000 0,000 

Al2O3 2,341 3,421 -5,725 0,988 0,000 

Na2O 2,186 1,685 -7,249 0,025 0,000 

K2O 1,965 1,896 -7,793 1,425 0,000 

Na4SiO4 1,650 1,659 -5,888 2,300 1,402 

Na2SiO3 4,727 2,462 -2,916 0,219 0,692 

Na2Si2O5 1,701 2,852 -3,272 1,080 2,012 

K2SiO3 0,360 8,859 -8,323 1,450 2,916 

K2Si2O5  3,048 2,531 -2,824 0,052 5,834 

K2Si4O9  2,400 2,370 -1,017 0,380 3,798 

AlNaO2  2,612 7,500 -8,213 0,074 1,514 

KAlO2 7,970 7,118 -4,180 0,000 2,900 

K2Al4O7 1,666 6,743 -1,190 1,448 0,932 

Al6Si2O13 1,901 4,534 -12,087 1,267 0,000 

AlNaSiO4 2,753 3,833 -3,579 0,000 0,000 

AlNaSi3O8 1,585 9,000 -1,200 0,038 1,000 

AlKSi2O6 2,203 5,767 -7,547 0,143 0,026 

Al4Na2O7 - - - - - 

AlKSiO4 - - - - - 
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4.3 Результаты моделирования и обсуждение 

 

4.3.1 Чистые оксиды 

 

Ввиду высокой технологической значимости системы, вязкость расплава SiO2 подробно 

изучена в широком диапазоне температур, включая области переохлажденной жидкости. Как 

видно из рисунка 14, вязкость оксида кремния хорошо описана предложенной моделью.  

 

 

Рисунок 14 — Описание вязкости SiO2 моделью AVmod 

 

Экспериментальные данные измерений вязкости чистого Al2O3 лежат в интервале 

температур между 2042 и 2552 °C, что обусловлено высокой температурой плавления оксида 

алюминия. Рисунок 15а показывает описание вязкости чистого Al2O3 моделью AVmod. Как видно 

из рисунка, вязкость Al2O3 хорошо описана предложенной моделью и значительно ниже по 

сравнению с вязкостью SiO2, что объясняется способностью SiO2 образовывать связные 

структуры. 

Для чистых оксидов Na2O и K2O нет доступных экспериментальных данных вязкости. 

Более того, отсутствуют экспериментальные данные в системах старшего порядка в областях с 

достаточным количеством соответствующих ассоциатов Na2O и K2O, что не позволяет оценить 

методами регрессионного анализа вязкость чистых оксидов Na2O и K2O исходя из их вклада в 

вязкость исследуемых шлаков. По этой причине вязкость данных оксидов оценивалась на 

основании известных значений сил оксидных связей, а также из оценки вязкости в системах 

более высокого порядка. Результаты моделирования вязкости чистых оксидов, рассмотренных в 

исследовании, представлены на рисунке 15б (результаты моделирования CaO также 



64 
 
представлены для сравнения). Согласно модифицированной модели Аврамова, вязкость чистых 

оксидов соответствует порядку η(SiO2)> η(Al2O3)> η(CaO)> η(Na2O)> η(K2O). Полученные 

результаты согласуются с вязкостями, предложенными Ву и др. [62]. 

 

 

а) Al2O3; б) оксиды SiO2, Al2O3, CaO, Na2O, K2O 

Рисунок 15 — Описание вязкости чистых оксидов моделью AVmod 

 

 

4.3.2 Система SiO2 – Na2O 

 

Структура двойной системы SiO2 – Na2O представлена введением трех промежуточных 

ассоциатов: Na4SiO4, Na2SiO3 и Na2Si2O5, соответствующих стехиометрическим соединениям при 

концентрациях оксида кремния равных 33, 50 и 67 мол. % [137]. На рисунке 16 приведено 

нормализованное распределение ассоциатов в системе SiO2 – Na2O — при 1200 °C (рисунок 16а),  

и в зависимости от температуры и состава (рисунок 16б). Из рисунка видно, что в области низких 

температур линии концентраций ассоциатов имеют клинообразную вытянутую форму, 

приближенную к бинарному распределению, и более округлую форму, приближенную к 

случайному распределению, в области высоких температур. 

Вязкость системы подробно изучена: в исследовании рассматриваются 1674 

экспериментальные точки из 64 источников. В целом экспериментальные данные в системе 

хорошо описываются моделью в интервале температур 500 – 1800 °C. Так как Na является 

щелочным металлом, эффект проскальзывания ярко выражен в системе. На рисунке 17 показано 

соотношение между экспериментальными и расчетными значениями вязкости в системе. 

Экспериментальные данные на графике разделены на две группы: жидкий расплав 

(обозначенный как «Жидкий») и переохлажденная жидкость (обозначенный как «Переохл.»). 
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Точка отнесена к области жидкого расплава, если при условиях эксперимента в соответствии с 

расчетами ПО FactSage она находится выше или на равновесной кривой ликвидуса. Остальные 

данные были отнесены к области переохлажденной жидкости. Ошибка моделирования в системе 

выше при высоких значениях вязкости, соответствующих низким температурам и высокому 

содержанию SiO2. 

 

 
а) при температуре T=1200 °C; б) в зависимости от состава и температуры 

Рисунок 16 — Распределение ассоциатов в системе SiO2 – Na2O 

 

 

Рисунок 17 — Соотношение между экспериментальными и расчетными значениями вязкости 

модели AVmod в системе SiO2 – Na2O 

 

На рисунке 18 показано описание моделью AVmod экспериментальных данных в системе 

при различных температурах в зависимости от состава. Модель показывает первое значительное 

снижение вязкости при концентрациях SiO2 выше 97 мол. % и второе снижение при 45 – 60 
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мол. % SiO2, что согласуется с имеющимися экспериментальными данными. На рисунке 19 

представлено описание моделью AVmod вязкости в системе в зависимости от температуры и 

состава. Цвет каждой экспериментальной точки на графике соответствует ошибке (ηэксп – ηрасч), 

полученной моделью в данной точке. Вязкость в системе хорошо описывается представленной 

моделью, включая выраженный эффект проскальзывания, характерный для щелочно-силикатных 

систем. 

 

 

Рисунок 18 — Описание вязкости моделью AVmod в системе SiO2 – Na2O в зависимости от 

состава 
 

 

Рисунок 19 — Описание вязкости моделью AVmod в системе SiO2 – Na2O 
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4.3.3 Система SiO2 – K2O 

 

По сравнению с системой SiO2 – Na2O, система SiO2 – K2O изучена менее подробно, как с 

точки зрения фазовой диаграммы [138], так и с точки зрения вязкости (в исследовании 

рассматриваются 540 экспериментальных измерений вязкости). Для моделирования структуры 

системы используются промежуточные ассоциаты K2SiO3, K2Si2O5 и K2Si4O9, которые 

соответствуют стехиометрическим соединениям при 50, 67 и 80 мол. % SiO2, соответственно 

(рисунок 20). Как видно, все промежуточные ассоциаты в системе находятся в области с высоким 

содержанием SiO2, без присутствия сильного модификатора, аналогичного Na4SiO4 в системе 

SiO2 – Na2O. На рисунке 21 показано описание вязкости моделью в системе SiO2 – K2O в 

диапазоне температур от 600 до 1600 °C, на вставке показано соотношение между 

экспериментальными и расчетными данными вязкости. Из рисунка 21 видно, что модель хорошо 

описывает существующие экспериментальные данные в широком диапазоне температур и во 

всем диапазоне составов. 

Поведение вязкости в двойных системах SiO2 – K2O и SiO2 – Na2O аналогично из-за 

сходной природы Na и K. В целом, по сравнению с системой SiO2 – Na2O, вязкость в системе SiO2 

– K2O ниже при высоких концентрациях щелочного оксида, выше примерно при 55 – 85 мол. % 

SiO2 и приблизительно равна вязкости в системе SiO2 – Na2O при x(SiO2) больше 85 мол. %, при 

больших концентрациях ассоциата SiO2. Предполагается, что низкая величина силы оксидной 

связи K2O и образование обогащенного оксидом кремния ассоциата K2Si4O9 ответственны за 

области более низкой и более высокой вязкости, соответственно. Разница выражена сильнее при 

низких температурах. 

 

 

Рисунок 20 — Распределение ассоциатов в системе SiO2 – K2O при 1200 °C 
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Рисунок 21 — Описание вязкости моделью AVmod в системе SiO2 – K2O в зависимости от 

состава. Вставка: Соотношение между экспериментальными и расчетными значениями 

вязкости модели AVmod в системе SiO2 – K2O 

 

Из анализа оптимизированных значений параметров ассоциата K2SiO3 (таблица 9), можно 

заключить, что, с точки зрения моделирования вязкости, в системе SiO2 – K2O не достает 

сильного модификатора, аналогичного Na4SiO4 в системе SiO2 – Na2O. Ассоциат K2SiO3, 

содержащий 50 мол. % SiO2, вынужден выступать как в качестве модификатора, при низком 

содержании SiO2, так и в качестве структурообразователя, значительно повышая вязкость, при 

более высоком содержании оксида кремния. В данной модели такое поведение достигается за 

счет установки низкого значения параметра хрупкости a1 и увеличения значений параметров a2 и 

θ. Несмотря на то, что вязкость в системе достаточно точно описывается при использовании 

данного набора ассоциатов, установленные значения параметров выглядят 

несбалансированными.  

Принимая это во внимание, логично применить более схожие наборы ассоциатов для 

моделирования силикатно-щелочных систем. Чтобы проверить, может ли набор ассоциатов, 

аналогичный набору ассоциатов в системе SiO2 – Na2O, обеспечить лучшую основу для 

моделирования вязкости в системе SiO2 – K2O, модель для данной системы была оптимизирована 

на основе структурных данных системы SiO2 – Na2O. На рисунке 22 показано описание моделью 

вязкости в системе SiO2 – K2O с исходным набором ассоциатов (K2Si2O5, K2SiO3 и K2Si4O9, 

рисунок 22а), и с набором ассоциатов, включающим ассоциат-модификатор K4SiO4 (K4SiO4, 

K2Si2O5 и K2SiO3, рисунок 22б); вязкость в системе SiO2 – Na2O приведена для сравнения. Видно, 

что при введении ассоциата K4SiO4 модель позволяет получить более точное описание 
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экспериментальных данных в системе. Отсутствие ассоциата K2Si4O9 не оказало существенного 

влияния на точность модели, что может быть объяснено его близким положением к ассоциату 

K2Si2O5, вклада которого оказалось достаточно для описания средней частоты перескока обоих 

ассоциатов.  

 

 

а) с исходным набором ассоциатов;  

б) с набором ассоциатов, аналогичным ассоциатам в системе SiO2 – Na2O 

Рисунок 22 — Описание вязкости моделью AVmod в системе SiO2 – K2O 

 
Более высокая точность модели с введенным ассоциатом K4SiO4 может рассматриваться 

в качестве аргумента в пользу присутствия стехиометрического соединения K4SiO4 в двойной 

системе SiO2 – K2O и соответствующего ассоциата в расплаве. Большинство термодинамических 

баз данных не включают соединение K4SiO4 в фазовую диаграмму (например, [139 – 142]), 

опираясь главным образом на экспериментальные данные Крачека [143] и Акдогана [144], 

которые относятся к богатой оксидом кремния области фазовой диаграммы. Тем не менее, ряд 

исследований предполагает его существование, в числе которых исследования Бернета и Хоппе 

[145], Стипулы [146], Саулова [147] и работа Ким [148], включающая экспериментальное 

определение точки эвтектики Жидкость ⟶ K4SiO4 + K2SiO3. 

 

 

4.3.4 Система SiO2 – Al2O3 

 

Добавление оксида алюминия к оксиду кремния приводит к менее резкому снижению 

вязкости по сравнению с щелочными оксидами. Сравнительно простая зависимость вязкости от 

состава позволяет достаточно точно описать экспериментальные данные с введением лишь 
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одного промежуточного ассоциата — Al6Si2O13, стехиометрия которого соответствует 

стехиометрии муллита. На рисунке 23 показано описание моделью экспериментальных данных 

при различных температурах в зависимости от состава, на вставке показано соотношение между 

экспериментальными и расчетными значениями вязкости в системе, на рисунке 24 показано 

описание вязкости моделью в зависимости от температуры и состава.  

 

 

Рисунок 23 — Описание вязкости моделью AVmod в системе SiO2 – Al2O3 в зависимости от 

состава. Вставка: соотношение между экспериментальными и расчетными значениями вязкости 

 

 

Рисунок 24 — Описание вязкости моделью AVmod в системе SiO2 – Al2O3 в зависимости от 

состава и температуры 
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Как видно из рисунков 23 и 24, экспериментальные данные хорошо описаны 

предложенной моделью, включая менее выраженный, по сравнению с системами SiO2 – (Na, 

K)2O, эффект проскальзывания, который не удавалось описать предыдущей версией модели [1].  

 

 

4.3.5 Системы SiO2 – Al2O3 – Na2O и SiO2 – Al2O3 – K2O 

 

Нормализованные распределения ассоциатов для тройных систем SiO2 – Al2O3 – Na2O и 

SiO2 – Al2O3 – K2O при 75 мол. % SiO2 и T = 1400 °C показаны на рисунке 25. Компенсация заряда 

Al2O3 оксидами-модификаторами приводит к образованию квазитетраэдров на основе Al3+ как 

независимых, так и связанных с SiO2-тераэдрами, что, в свою очередь, приводит к 

возникновению максимума вязкости при эквимолярных концентрациях Al2O3 и оксидов-

модификаторов. Тройные ассоциаты в обеих системах представлены тетраэдрическими 

структурными единицами на основе Al3+.  

Для построения модели в системе SiO2 – Al2O3 – Na2O рассмотрено 804 

экспериментальные точки из 22 источников. На рисунке 26 показано соотношение между 

экспериментальными и расчетными значениями вязкости модели AVmod. Система SiO2 – Al2O3 – 

Na2O имеет сложную зависимость вязкости от состава, которая во многом определяется 

влиянием эффекта компенсации заряда Al2O3, мольной долей оксидов-модификаторов и 

соотношением мольных долей тетраэдрических структурных единиц на основе Si4+ и Al3+.  

На рисунке 27а показано описание моделью экспериментальных данных при разных 

составах в зависимости от температуры. Шлак (1) в состоянии полной компенсации заряда имеет 

более высокую вязкость по сравнению с остальными шлаками. Шлаки (2) и (3), имея 

относительно большую мольную долю оксида кремния, обладают вязкостью ниже по сравнению 

с другими шлаками из-за более низкого вклада эффекта компенсации заряда в вязкость. Шлаки 

(4) и (5) оба близки к состоянию полной компенсации заряда, но шлак (5), обладающий меньшей 

концентрацией оксида кремния и более высокой мольной долей модификатора Al2O3, обладает 

вязкостью ниже по сравнению со шлаком (4). 

На рисунке 27б показано описание вязкости модифицированной моделью Аврамова в 

системе SiO2 – Al2O3 – Na2O в зависимости от температуры и мольной доли Na2O / (Na2O + Al2O3) 

при x(SiO2) = 0,6. Вязкость в области эквимолярных составов Al2O3 и Na2O на данном участке 

коррелирует с мольной долей тетраэдрических ассоциатов AlNaSiO4 и AlNaSi3O8, тогда как 

ассоциат AlNaO2 появляется только при более низких концентрациях SiO2. 
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а) SiO2 – Al2O3 – Na2O; б) SiO2 – Al2O3 – K2O 

Рисунок 25 — Распределение ассоциатов при x(SiO2) = 0,75 и 1400 °C в тройных системах SiO2 

– Al2O3 – Na2O и SiO2 – Al2O3 – K2O 

 

 

Рисунок 26 — Соотношение между экспериментальными и расчетными значениями вязкости 

модели AVmod в системе SiO2 – Al2O3 – Na2O 

 
 

Вязкость системы SiO2 – Al2O3 – K2O менее изучена по сравнению с системой SiO2 – Al2O3 

– Na2O (рассмотрено 82 экспериментальных измерения вязкости из 4 источников). Вязкость в 

системе описана модифицированной моделью Аврамова до значений ln(η)=14 Па·с (температуры 
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около 1000 °C и выше). На рисунке 28 показано соотношение между экспериментальными и 

расчетными значениями вязкости в системе. 

 

 

а) в зависимости от температуры при разных составах; 

б) в зависимости от температуры и мольной доли Na2O / (Na2O + Al2O3) и при x(SiO2) = 0,6 

Рисунок 27 — Описание вязкости моделью AVmod в тройной системе SiO2 – Al2O3 – Na2O 

 

 

Рисунок 28 — Соотношение между экспериментальными и расчетными значениями вязкости 

модели AVmod в системе SiO2 – Al2O3 – K2O 
 

На рисунке 29а показано описание вязкости моделью при x(SiO2) = 0,7 и 0,5 в зависимости 

от мольной доли Al2O3 / (Al2O3 + K2O) при различных температурах. Можно видеть, что при 

меньшем содержании SiO2 максимум вязкости сдвигается в сторону уменьшения содержания 

оксида алюминия, что обусловлено формой распределения ассоциатов AlKSi2O6 и KAlO2, 
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отвечающих за описание эффекта компенсации заряда Al2O3 при заданных концентрациях SiO2. 

Рисунок 29б показывает вязкость в системе в зависимости от температуры для различных 

составов шлаков. Аналогично системе SiO2 – Al2O3 – Na2O, на вязкость в системе SiO2 – Al2O3 – 

K2O в значительной степени влияет эффект компенсации заряда. Так, шлак (1) в состоянии 

полной компенсации заряда обладает наибольшей вязкостью среди рассматриваемых силикатов. 

Вязкость шлака (3) выше по сравнению с вязкостью шлака (4) по причине большего содержания 

SiO2. Шлаки (2) и (4) имеют разные составы, но схожие значения вязкости из-за того, что шлак 

(4) имеет большую мольную долю тетраэдрических структурных единиц на основе Al3+, но 

сравнительно низкое содержание оксида кремния. 

 

 

а) в зависимости от мольной доли Al2O3 / (Al2O3 + K2O) при x(SiO2) = 0,5 и 0,7;  

б) в зависимости от температуры при разных составах 

Рисунок 29 — Описание вязкости моделью AVmod в тройной системе SiO2 – Al2O3 – K2O 
 

 

4.3.6 Система SiO2 – Na2O – K2O 

 

Структура расплава в системе SiO2 – Na2O – K2O описывается только одинарными и 

двойными ассоциатами. Распределение ассоциатов при мольной доле SiO2 равной 0,75 в 

зависимости от мольной доли K2O / (K2O + Na2O) при температуре T=1400 °C показано на 

рисунке 30а. Без амфотерных оксидов и, следовательно, без эффекта компенсации заряда, 

система SiO2 – Na2O – K2O демонстрирует относительно простое поведение вязкости — в 

отличие от системы SiO2 – Al2O3 – Na2O, в системе SiO2 – Na2O – K2O максимум вязкости не 

наблюдается. Как видно из рисунка 30б (его масштаб совпадает с рисунком 27б), зависимость 
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вязкости от состава между двойными системами SiO2 – Na2O и SiO2 – K2O близка к линейной, за 

исключением присутствия эффекта смешения щелочей — уменьшения вязкости при замещении 

одного вида щелочного катиона другим. Модель имеет тенденцию переоценивать вязкость в 

системе, что можно увидеть на графике вязкости в зависимости от состава (рисунок 31а) и на 

графике соотношения между экспериментальными данными и вязкостью в системе 

(рисунок 31б).  
 

 

а) распределение ассоциатов при мольной доле SiO2 = 0,75 и T = 1400 °C;  

б) описание вязкости моделью при мольной доле SiO2 = 0,75 

Рисунок 30 — Моделирование вязкости моделью AVmod в системе SiO2 – Na2O – K2O 

 

 

а) при мольной доле SiO2 = 0,8, 0,67 и 0,75 и T = 1000 °C;  

б) соотношение между экспериментальными и расчетными значениями вязкости 

Рисунок 31 — Описание вязкости моделью AVmod в системе SiO2 – Na2O – K2O 
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Несмотря на большой разброс в экспериментальных данных, который можно видеть как 

на стороне двойной системы SiO2 – Na2O, так и на стороне системы SiO2 – K2O рисунка 31а, 

присутствие явного тренда в ошибке моделирования означает, что эффект смешения щелочей не 

может быть точно описан предлагаемой моделью. Для лучшего описания данного эффекта 

возможно введение в систему дополнительного тройного ассоциата, включающего катионы Na+ 

и K+ (например, KNaSi2O5), обладающего более низкой энергией активации вязкого течения по 

сравнению с аналогичными двойными ассоциатами. 

 

 

4.3.7 Система SiO2 – Al2O3 – Na2O – K2O 

 

Нормализованное распределение ассоциатов в четверной системе SiO2 – Al2O3 – Na2O – 

K2O при x(SiO2) = 0,7 и x(Na2O) = 0,05 при T = 1400 °C представлено на рисунке 32. При 

постоянных концентрациях одного из щелочных оксидов и оксида кремния распределение 

ассоциатов в системе в зависимости от состава схоже с распределением в системах с 

компенсацией заряда Al2O3, если же в качестве констант принять концентрации Al2O3 и SiO2, 

распределение ассоциатов схоже с распределением в системе SiO2 – Na2O – K2O. Вязкость в 

системе достаточно точно описана в области высоких температур (рисунки 33а и 33б), в то время 

как при низких температурах существуют расхождения с экспериментальными данными Хесса 

[149] (рисунок 33б). 

 

 

Рисунок 32 — Распределение ассоциатов в системе SiO2 – Al2O3 – Na2O – K2O при x(SiO2) = 0,7, 

x(Na2O) = 0,05 и T = 1400 °C в зависимости от мольной доли K2O / (K2O + Al2O3) 
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а) при x(Na2O) = 0,125 и x(K2O) = 0,125 при разных температурах;  

б) соотношение между экспериментальными и расчетными значениями вязкости 

Рисунок 33 — Описание вязкости моделью AVmod в системе SiO2 – Al2O3 – Na2O – K2O 
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4.4 Выводы по главе 4 

 

1. Разработана новая модификация модели Аврамова, применяемая в сочетании с 

модифицированной моделью ассоциированных растворов для описания вязкости силикатных 

расплавов в системе SiO2 – Al2O3 – Na2O – K2O и ее подсистемах. В модифицированное 

уравнение Аврамова вводится два изменения: i) более сильная зависимость вклада каждой 

структурной единицы в вязкость от ее концентрации; ii) параметр «хрупкости» поставлен в 

зависимость от состава расплава. Модель хорошо описывает экспериментальные данные 

вязкости большинства рассматриваемых силикатных расплавов в полном интервале составов 

и в диапазоне температур от полностью жидких до переохлажденных расплавов. 

2. Модификация модели Аврамова построена на основе набора данных из 4819 

экспериментальных точек и позволяет описывать эффекты проскальзывания и компенсации 

заряда. Экспериментальные данные описаны в полном интервале составов для вязкостей до 

ln(η, Па·с) = 30 со средней абсолютной ошибкой равной 0,70 ln(η, Па⸳с). 

3. Расхождения с экспериментальными данными в тройных и четверной системах присутствуют 

в основном в областях вязкости выше 18 ln(η, Па⸳с). 

4. Обозначены возможные направления дальнейшего развития модели, включая введение более 

сложной зависимости среднего числа степеней свободы ассоциата от мольной доли 

структурообразующих оксидов и развитие используемой термодинамической модели. 
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ГЛАВА 5 МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЯЗКОСТИ МЕТОДАМИ МАШИННОГО ОБУЧЕНИЯ 

 

Несмотря на существенный прогресс, проделанный в физическом моделировании 

вязкости за последние десятилетия, существующие модели обладают значительными 

недостатками, будь то ограничение в области применимости модели, либо невозможность 

описать имеющиеся экспериментальные данные. С другой стороны, стремительное развитие 

методов машинного обучения и увеличение вычислительной мощности пользовательских 

компьютеров позволяют рассматривать задачу со стороны математического моделирования. 

Целью исследования, приведенного в данной главе и главе 6, является рассмотрение 

возможности использования методов машинного обучения для моделирования вязкости 

силикатных расплавов, выявление сильных и слабых сторон данных методов по сравнению с 

физико-химическим моделированием вязкости, а также определение условий, в которых 

применение математического моделирования наиболее целесообразно. 

Как показано в главе 1, из существующих методов машинного обучения, при 

моделировании вязкости силикатов, предпочтение отдается искусственным нейронным сетям. 

Аргументами в пользу выбора нейронных сетей для моделирования вязкости являются их 

высокая гибкость, универсальность, а также возможность получения непрерывной 

функциональной зависимости целевой переменной от используемых признаков. Однако, 

обратной стороной гибкости искусственных нейронных сетей является их склонность к 

переобучению и малая интерпретируемость.  

Существующие традиционные модели вязкости, в свою очередь, зачастую представляют 

собой ту или иную форму модели линейной регрессии. В противоположность моделям на основе 

искусственных нейронных сетей, такие модели обладают ограниченной гибкостью, однако 

получаемые ими результаты могут быть однозначно интерпретированы.  

В настоящей работе рассматривается применение двух методов машинного обучения к 

задаче прогнозирования вязкости — линейной регрессии и искусственных нейронных сетей. В 

главе описывается методика построения моделей линейной регрессии и нейронной сети, 

приводятся результаты моделирования. Полученные модели сравниваются между собой, а также 

с модифицированной моделью вязкости Аврамова, представленной в главе 4. Для оценки 

возможности применения моделей машинного обучения с целью прогнозирования вязкости 

силикатных расплавов моделируемая система была расширена до пятерной системы SiO2 – Al2O3 

– CaO – Na2O – K2O по сравнению с четверной системой SiO2 – Al2O3 – Na2O – K2O, 

рассмотренной при физическом моделировании. 
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5.1 Моделирование вязкости методом множественной линейной регрессии 

 

5.1.1 Разработка признаков для обучения 

 
Использование информативных признаков является одним из необходимых условий 

построения эффективной модели машинного обучения. Основными факторами, влияющими на 

вязкость силикатных расплавов, являются температура, состав и структура, обеспечивающие 

сложный нелинейный вклад в вязкость. Для использования метода линейной регрессии с целью 

оценки вклада данных переменных в вязкость, они должны быть преобразованы некоторой 

математической функцией, которая, после применения к взятому признаку, будет выражать его 

вклад в зависимую переменную в форме, максимально приближенной к линейной. Такие 

преобразования могут подбираться методом проб и ошибок, либо быть приняты из известных 

физических зависимостей. 

Эффект проскальзывания в силикатных системах не может быть описан линейным 

уравнением непосредственно из количества оксида кремния в расплаве. Данный эффект 

выражается в резком падении вязкости при увеличении мольной доли модификаторов в расплаве 

и достаточно хорошо описывается введением полиномиальной зависимости от мольной доли 

SiO2. В результате подбора значений степеней полинома были определены вводимые 

независимые переменные — мольная доля SiO2 в степени 4 и 16, при этом переменная x(SiO2)16 

в линейной модели отвечает за описание более выраженного снижения вязкости, тогда как 

x(SiO2)4 описывает менее выраженный спад. 

Не менее важная задача при введении независимых переменных в модель вязкости — 

описание двойственности поведения амфотерных оксидов, в частности Al2O3 для 

рассматриваемой системы SiO2 – Al2O3 – CaO – Na2O – K2O, которые в зависимости от состава 

расплава могут играть как роль модификаторов, так и роль структурообразователей, понижая или 

повышая вязкость. В настоящей работе задача представления вклада амфотерных оксидов в 

вязкость расплава решается аналогично подходу, предложенному Боттингой и Вейлом [33] — 

выделением модифицирующих и структурообразующих компонентов расплава. Разделение 

состава расплава на модифицирующие и структурообразующие компоненты основано на 

предположении, что в присутствии одного моля Al2O3 и одного моля оксида-модификатора в 

системе образуется два моля структурообразующего компонента. Структурообразующие 

компоненты NaAlO2, KAlO2 и Ca0,5AlO2 условно обозначены как AlNanwf, AlKnwf и AlCanwf
, 

соответственно. Схематически алгоритм вычисления независимых переменных, выражающих 

химический состав расплава, представлен на рисунке 34.  
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Рисунок 34 — Вычисление независимых переменных, выражающих состав расплава 
 

В случае, когда мольная доля оксида алюминия меньше суммы мольных долей оксидов-

модификаторов, считается, что весь оксид алюминия находится в составе структурообразующих 

компонентов. Аналогично, в случае, когда мольная доля оксида алюминия больше суммы 

мольных долей оксидов-модификаторов, считается, что все оксиды-модификаторы входят в 

состав структурообразующих компонентов. В обоих случаях, оксиды, не являющиеся частью 

структурообразующих компонентов, играют роль модификаторов. 

Для упрощения модели, в отличие от подхода Боттинги - Вейла [33], принимается, что 

модифицирующие оксиды участвуют в компенсации заряда Al2O3 в пропорциях согласно их 

наличию в расплаве, тогда как в работе Боттинги и Вейла [33] предложен порядок компенсации 

заряда K2O, Na2O, BaO, SrO, CaO, MgO, MnO, косвенно основанный на величине значений 

вязкости соответствующих силикатов как показателе стабильности получаемых соединений. При 

дальнейшем расширении модели порядок компенсации заряда также может быть введен в 

модель. 

Таким образом можно выделить два набора независимых переменных: первый — SiO2, 

Al2O3
mod, Na2Omod, K2Omod, CaOmod, AlNanwf, AlKnwf, AlCanwf, (SiO2)4 и (SiO2)16, обозначен далее как 

«модифицированный состав», второй — исходные мольные доли SiO2, Al2O3, Na2O, K2O, CaO, а 

также (SiO2)4 и (SiO2)16, обозначаемые далее как «исходный состав».  

Высокая эффективность алгоритмов минимизации библиотек машинного обучения в 

совокупности с относительно небольшим количеством экспериментальных измерений вязкости 

позволяют использовать взаимодействия имеющихся независимых переменных, выражающих 

химический состав расплава, не делая вычисление такой модели излишне ресурсозатратным. 
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Использование взаимодействий независимых переменных является распространенной практикой 

как в физическом моделировании, так и в моделировании методами машинного обучения. 

Введение данных признаков в модель может позволить частично или полностью описать такие 

явления внутренних взаимодействий шлака, как эффект смешения щелочей, компенсации заряда 

и эффект проскальзывания. Признаки вводились в модель с помощью инструмента Polynomial 

Features библиотеки Scikit-Learn. Подход применяется к признакам, выражающим химический 

состав силикатного расплава, при этом используются только взаимодействия второго порядка. 

Включение всех взаимодействий второго порядка для независимых переменных, выражающих 

химический состав расплава, добавляет 39 и 18 новых признаков в модель вязкости для наборов 

признаков модифицированного и исходного составов, соответственно. Взаимодействия между 

переменными SiO2, (SiO2)4 и (SiO2)16 были исключены из обоих наборов ввиду высокой 

корреляции с мольной долей SiO2. 

Для описания вязкости в линейной модели, по аналогии с физическими структурными 

моделями, также использовалась структурная информация — распределение ассоциатов, 

рассчитанное из термодинамической базы данных Яженских и др. [57 – 61], обозначаемое далее 

как «ассоциаты». Для структурной информации аналогично информации, выражающей 

химический состав расплава, были введены переменные (SiO2)4 и (SiO2)16, где SiO2 — мольная 

доля соответствующего ассоциата. Аналогичный подход к описанию вклада ассоциата SiO2 в 

вязкость можно найти в модифицированной модели Аррениуса [8], где в уравнении вязкости (65) 

избыточный вклад ln(ηexcess), обусловленный образованием кластеров ассоциата SiO2 (первое 

слагаемое уравнения (67)), включает множитель X
ୗ୧మ

୬ౠ , в котором Xୗ୧మ
 — мольная доля ассоциата 

SiO2, nj — целочисленный коэффициент, связанный с определенной степенью полимеризации 

расплава. Взаимодействия для структурной информации не вводились в модель ввиду большого 

числа получаемых переменных. 

Температура вводится в модель двумя способами — аналогично моделям Аррениуса [11] 

и AM [26] — в виде зависимости ln(η) от 
ଵ

்
 или ቀ

ଵ

்
ቁ

ఈ

, соответственно. Для этого принятые наборы 

переменных используются в модели дважды — первый раз независимо от температуры и второй 

раз умноженные на 
ଵ

்
 или ቀ

ଵ

்
ቁ

ఈ

. Таким образом, схематически уравнение вязкости может быть 

выражено как: 

 

 ln 𝜂 = 𝛽 +   𝛽 ∙ 𝐶𝐹 +  𝛽
ᇱ ∙ 𝐶𝐹 ∙ 𝑓(𝑇)

ே

ୀଵ
 (86) 
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где CFi — i-ый признак набора независимых переменных CF, f(T) — 
ଵ

்
 или ቀ

ଵ

்
ቁ

ఈ

, N — количество 

переменных в наборе CF, 𝛽 и 𝛽
ᇱ — коэффициенты модели линейной регрессии, 𝛽 — свободный 

коэффициент. Значения параметра α для независимых переменных, выражающих состав 

силикатного расплава были оптимизированы с помощью алгоритма «basin-hopping» [135], в то 

время как значения параметра α для их взаимодействий рассчитывались как среднее между 

хрупкостями признаков, участвующих во взаимодействии. 

Помимо температуры, состава и структуры, в качестве признаков в модели вязкости также 

было рассмотрено несколько других характеристик расплава, среди которых разность 

температуры расплава и равновесной температуры ликвидуса, моделируемая оксидная 

подсистема и равновесное состояние расплава при заданных условиях; однако введение этих 

признаков не оказало положительного влияния на точность разрабатываемой модели.  

Модель линейной регрессии была обучена на 7 наборах признаков, приведенных в 

таблице 10. На этапе выбора используемых входных данных разрабатываемой модели 

температурная зависимость вязкости вводилась в форме, аналогичной уравнению Аррениуса 

(ln(η) от 
ଵ

்
 ), что предполагает принятие допущения, о том, что введение подобной зависимости 

достаточно для первичной оценки эффективности используемых признаков в широком 

температурном диапазоне. Количество признаков в каждом наборе приведено без учета 

свободного коэффициента линейной регрессии. Взаимодействия в каждом случае относятся к 

указанному в данной ячейке набору признаков. 

 

Таблица 10 — Наборы переменных, использованные для обучения модели линейной регрессии 

Название набора 
переменных 

Переменные в наборе данных (CF в уравнении 
(86)) 

Исходное число 
переменных  

Set_1 Исходный состав 14 

Set_2 Модифицированный состав 20 

Set_3 Исходный состав + взаимодействия 50 

Set_4 Модифицированный состав + взаимодействия 98 

Set_5 Ассоциаты  58 

Set_6 Исходный состав и ассоциаты  72 

Set_7 Модифицированный состав и ассоциаты  78 

 

 

5.1.2 Оптимизация параметров модели множественной линейной регрессии 

 

Так как введение большого количества независимых переменных может привести к 

переобучению модели, помимо минимизации ошибки моделирования, цель оптимизации в 
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настоящей работе состоит в сокращении числа используемых признаков. Для этого в работе 

применялся метод линейной регрессии Лассо с параметром λ равным 0,001, определенным 

методом подбора. Для поставленной задачи применение данного метода регуляризации 

позволило получить более точные расчетные значения вязкости в сравнении c методами 

регрессии Тихонова и ElasticNet. В связи с использованием регуляризации все независимые 

переменные были нормализованы. Для уменьшения количества используемых взаимодействий 

переменных их нормализованные значения были поделены на два, тем самым увеличив в два раза 

воздействие, оказываемое регуляризацией на данные признаки. Подобная методика также 

применялась к отдельным переменным при финальной настройке параметров модели. Для 

валидации результатов использовалась выборка, составляющая 20% от общего числа точек. 

 

 

5.1.3 Выбор входных данных для модели линейной регрессии 

 

На рисунке 35 представлены графики соотношения экспериментальных и расчетных 

данных вязкости для моделей линейной регрессии, обученных на разных наборах независимых 

переменных. На графиках указано название набора переменных (Set_#), количество переменных 

с ненулевыми коэффициентами (N), полученное в результате оптимизации, и средняя 

абсолютная ошибка моделирования на всех данных (MAE).  

Первый набор независимых переменных, использованный для обучения модели линейной 

регрессии (Set_1), включает исходные составы в мольных долях в свободной форме и 

умноженные на 
ଵ

்
. Можно видеть, что модель, обученная на этих данных, обладает наибольшей 

ошибкой по сравнению с другими. Из графика Set_2 можно видеть, что разделение состава 

расплава на модифицирующие и структурообразующие компоненты позволяет повысить 

точность описания экспериментальных данных в системах с компенсацией заряда Al2O3, однако, 

ошибка модели, обученной на данном наборе признаков, все еще значительно больше ошибки 

модифицированной модели Аврамова, представленной в главе 4. Как можно видеть из графиков 

для моделей, обученных на наборах переменных Set_3 и Set_4, введение взаимодействий 

независимых переменных в линейную модель позволяет значительно снизить ошибку 

моделирования. Также на данных графиках видно, что использование регуляризации методом 

Лассо для модели, обученной на наборе переменных Set_4, позволило сократить число 

независимых переменных с исходных 98 до 40, тем самым значительно упростив модель. График 

соотношения экспериментальных и расчетных значений вязкости модели, обученной на наборе 

переменных Set_5 — структурной информации, показывает превосходство использования 
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имеющийся структурной информации перед использованием информации, выражающей 

химический состав расплава, — ошибка модели, построенной на данном наборе переменных 

ниже ошибки моделей построенных на наборах переменных Set_1 и Set_2.  

 

 

Рисунок 35 — Графики соотношения экспериментальных и расчетных данных вязкости для 

моделей линейной регрессии, обученных на разных наборах данных 

 

Графики для моделей, обученных на наборах переменных Set_6 и Set_7, показывают, что 

использование совместно структурной информации и информации, выражающей химический 

состав расплава, позволяет получить модель с более высокой точностью прогнозирования 

вязкости по сравнению с использованием только одного типа информации. Набор переменных 

Set_7 позволяет получить наименьшую ошибку моделирования среди наборов, не включающих 

взаимодействий признаков. Информация в данном наборе аналогична информации, 
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использованной в модифицированной модели вязкости Аврамова, представленной в главе 4, 

однако, в модели AVmod химический состав расплава используется для определения параметра 

хрупкости, нежели в качестве слагаемого модели линейной регрессии. Две модели, обладающие 

наименьшей ошибкой прогнозирования вязкости, — построенные на наборах признаков Set_4 и 

Set_7, используют схожее количество независимых переменных, при этом модель, построенная 

на модифицированном составе с учетом взаимодействий (Set_4), обладает более высокой 

точностью. Таким образом, для дальнейшей разработки модели был выбран набор признаков 

Set_4. 

На рисунке 36 представлены графики соотношения экспериментальных и расчетных 

данных вязкости по подсистемам для модели, обученной на модифицированном составе с учетом 

взаимодействий (Set_4). 

 

 

Рисунок 36 — Графики соотношения экспериментальных и расчетных данных вязкости для 

модели линейной регрессии, обученной на наборе признаков Set_4 
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Существенным источником ошибки в построенной модели линейной регрессии является 

нелинейность зависимости между ln(η) и 
ଵ

்
 в выбранном интервале температур, что наиболее 

выражено на графиках для систем SiO2 – Al2O3 – CaO и SiO2 – CaO – Na2O (рисунки 36л и 36к) 

изгибом линии тренда соотношения экспериментальных и расчетных данных вязкости. 

Отклонение вязкости от поведения, описываемого уравнением Аррениуса, возможно частично 

компенсировать введением зависимости вязкости от температуры в виде ቀ
ଵ

்
ቁ

ఈ

, аналогично 

параметру хрупкости α в уравнении AM. С этой целью для каждого компонента в 

модифицированном составе методом оптимизации «basin-hopping» [135] был подобран 

«параметр хрупкости» α. Для взаимодействий признаков параметру α присваивалось среднее 

значение между значениями параметра для признаков, участвующих во взаимодействии.  

После введения коэффициентов α вновь была проведена оптимизация параметров модели 

с регуляризацией методом Лассо, в результате которой в наборе осталось 45 переменных из 98, 

при этом было использовано значение параметра λ = 0,001, как и при оптимизации предыдущей 

модели.  

Выбранные параметры α для компонентов расплава представлены в таблице 11. В таблице 

12 представлены использованные переменные с коэффициентами линейной регрессии и 

коэффициентами α. Представленные параметры пересчитаны с учетом нормализации и могут 

применяться непосредственно к соответствующим переменным без дополнительных 

преобразований. Подбор коэффициентов α может проводиться как с применением 

оптимизационных алгоритмов, так и вручную.  

На рисунке 37 представлены графики соотношения экспериментальных и расчетных 

данных вязкости по подсистемам для модели, обученной на модифицированном составе с учетом 

взаимодействий и коэффициентов хрупкости α. Здесь и далее данная модель обозначается как 

« LRα». Введение параметра α позволило снизить ошибку моделирования на полном наборе 

данных с 0,88 до 0,73, заметно улучшив описание зависимости вязкости от температуры 

рассматриваемых систем. Результаты моделирования вязкости шлаков разработанной моделью 

линейной регрессии подробно рассмотрены в главе 5.3. 

 

Таблица 11 — «Параметры хрупкости» α для компонентов модифицированного состава 

SiO2 Al2O3
mod Na2Omod K2Omod CaOmod AlNanwf AlKnwf AlCanwf (SiO2)4 (SiO2)16 

1,1 1,44 2,62 2,71 3,96 1,0 1,35 2,89 1,1 1,0 
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Таблица 12 — Параметры модели LRα, f (T) =  ቀ
ଵ

,°େ
ቁ



 

Переменные в мольных долях βi 
Переменные в мольных 

долях · f(T) 
α 𝛽

ᇱ 

Al2O3
mod 2,000 Al2O3

mod·SiO2
16·f(T) 1,220 47,850 

Al2O3
mod·SiO2

4 24,462 Al2O3
mod·f(T) 1,440 14,565 

AlCanwf 4,000 AlCanwf·SiO2
16·f(T) 1,945 1102,179 

AlKnwf·Na2Omod -150,000 AlCanwf·SiO2
4·f(T) 1,995 23,566 

AlKnwf·SiO2
4 20,035 AlCanwf·f(T) 2,890 23,146 

CaOmod 4,500 AlKnwf·Na2Omod·f(T) 1,985 -200,000 

K2Omod 3,030 AlKnwf·SiO2
16·f(T) 1,175 300,198 

K2Omod·SiO2
16 -75,633 AlKnwf·SiO2

4·f(T) 1,225 12,406 

K2Omod·SiO2
4 14,243 AlNanwf·Na2Omod·f(T) 1,810 -101,290 

Na2Omod 3,330 AlNanwf·SiO2
16·f(T) 1,000 84,567 

Na2Omod·SiO2
16 -76,678 AlNanwf·SiO2

4·f(T) 1,050 51,513 

Na2Omod·SiO2
4 12,284 AlNanwf·f(T) 1,000 22,963 

SiO2·AlCanwf 0,500 CaOmod·f(T) 3,960 6,700 

SiO2·AlKnwf 15,898 K2Omod·CaOmod·f(T) 3,335 -3,318 

SiO2·CaOmod -6,324 K2Omod·SiO2
16·f(T) 1,855 -175,623 

SiO2·Na2Omod -0,962 K2Omod·SiO2
4·f(T) 1,905 -9,789 

  K2Omod·f(T) 2,710 1,222 

  Na2Omod·CaOmod·f(T) 3,290 -35,987 

  Na2Omod·K2Omod·f(T) 2,665 -14,550 

  Na2Omod·SiO2
16·f(T) 1,810 -35,464 

  Na2Omod·SiO2
4·f(T) 1,860 -23,355 

  Na2Omod·f(T) 2,620 1,344 

  SiO2
16·f(T) 1,000 20,246 

  SiO2
4·f(T) 1,100 3,298 

  SiO2·AlCanwf·f(T) 1,995 5,517 

  SiO2·AlKnwf·f(T) 1,225 29,487 

  SiO2·AlNanwf·f(T) 1,050 10,000 

  SiO2·CaOmod·f(T) 2,530 16,247 

Свободный коэффициент β0 -10,321 SiO2·f(T) 1,100 20,697 
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Рисунок 37 — Графики соотношения экспериментальных и расчетных данных вязкости для 

модели LRα, обученной на наборе признаков Set_4 
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5.2 Моделирование вязкости искусственной нейронной сетью 

 

По сравнению с моделями линейной регрессии, модели на основе нейронных сетей, с 

одной стороны, способны описывать более сложные зависимости, тогда как с другой стороны, 

они более склонны к переобучению и нуждаются в тщательной настройке гиперпараметров. 

 

 

5.2.1 Выбор входных данных для обучения искусственной нейронной сети 

 

В качестве признаков для обучения нейронной сети были испытаны приведенные в 

таблице 13 наборы переменных, описанные в п. 5.1.1, однако без использования взаимодействий 

признаков и переменных вида (SiO2)n, (SiO2)n·
ଵ

்
, n = 4, 16, ни для мольной доли оксида кремния, 

ни для мольной доли ассоциата SiO2. 
 

Таблица 13 — Наборы переменных, используемых для обучения искусственной нейронной сети  

Название набора 

переменных 

Переменные в наборе данных Число переменных 

Set_1’ Исходный состав 10 

Set_2’ Модифицированный состав 16 

Set_5’ Ассоциаты  54 

Set_6’ Исходный состав и ассоциаты  64 

Set_7’ Модифицированный состав и ассоциаты  70 
 

Основными критериями выбора как используемого набора переменных, так и 

архитектуры нейронной сети были приняты отсутствие необоснованных минимумов и 

максимумов на графиках зависимости вязкости от состава и температуры получаемой модели, 

описание эффектов проскальзывания, компенсации заряда и смешения щелочей, величина 

ошибки моделирования. 

Для оценки эффективности обучения нейронной сети на разных наборах данных, модели 

были обучены с различными функциями активации и значениями регуляризации L1 и L2. Анализ 

полученных результатов показал, что, в то время как для каждого набора переменных возможно 

получить модель со значением средней абсолютной ошибки (MAE) близким или меньшим по 

сравнению со значением ошибки разработанной модифицированной модели Аврамова, описание 

вязкости моделями, построенными на основе данных наборов признаков, может иметь 

значительные различия. 



91 
 

Ввиду отсутствия разделения состава расплава на структурообразующие и 

модифицирующие компоненты в наборе переменных Set_1', модель, обученная на этом наборе 

признаков, может предлагать ошибочное описание вязкости в областях с недостаточным 

количеством экспериментальных данных. На рисунке 38а показан пример описания вязкости 

моделью нейронной сети, обученной на наборе независимых переменных Set_1', в системе SiO2 

– Al2O3 – K2O. Можно видеть, что несмотря на относительно точное описание имеющихся 

экспериментальных данных, такая модель не описывает предполагаемый максимум вязкости при 

эквимолярных концентрациях Al2O3 и модифицирующих оксидов. В свою очередь, наборы 

переменных, включающие структурные данные, имеют склонность переоценивать либо 

недооценивать вклад определенного ассоциата в вязкость в отсутствие экспериментальных 

данных даже при использовании больших значений коэффициентов регуляризации, что может 

привести к появлению необоснованных минимумов и максимумов вязкости (рисунок 38б). 

 

 

а) Set_1’ — исходный состав; б) Set_3’ — ассоциаты 

Рисунок 38 — Описание вязкости моделью нейронной сети, обученной на разных наборах 

переменных. Несмотря на низкое значение средней абсолютной ошибки моделирования на 

экспериментальных данных, модели, обученные на таких признаках, могут предлагать 

результаты, противоречащие принятым представлениям о поведении вязкости. 

 

Наборы данных, включающие исходные мольные доли компонентов или структурные 

данные, могут использоваться для прогнозирования вязкости методами машинного обучения при 

наличии достаточного количества экспериментальных данных, либо, в случае со структурными 

данными, при обеспечении достаточно тонкой настройки оптимизационного процесса, 
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например, использовании разных коэффициентов регуляризации для переменных. Наиболее 

сбалансированные результаты, при использовании указанных методов, показала модель 

искусственной нейронной сети, обученная на наборе данных Set_2', в связи с чем он был принят 

для дальнейшей разработки модели. 

 

 

5.2.2 Настройка гиперпараметров искусственной нейронной сети 

 

Гиперпараметры архитектуры нейронной сети включают в себя количество слоев, 

количество нейронов на каждом слое, функции активации, коэффициенты регуляризации L1 и L2, 

количество точек, используемых для каждого обновления значения градиента, также называемое 

размером мини-выборки (batchsize). Из обзора литературы в главе 1 видно, что обычно для 

моделирования вязкости используются нейронные сети прямого распространения с одним 

скрытым слоем и небольшим числом нейронов. В качестве функции активации скрытого слоя 

обычно используется логистическая функция или гиперболический тангенс. Гиперпараметры 

базовой модели, используемой в данной работе, основанные на результатах литературного 

обзора, приведены в таблице 14. 

Число нейронов на входном слое равно количеству используемых признаков. Параметры 

выходного слоя определяются типом задачи: при решении задачи регрессии выходной слой 

содержит один нейрон и имеет линейную функцию активации. Таким образом настраивались 

следующие гиперпараметры сети: число скрытых слоев, количество нейронов скрытого слоя, 

функция активации скрытого слоя, коэффициент регуляризации L1, коэффициент регуляризации 

L2, размер мини-выборки. Для оценки обобщающей способности разрабатываемой модели 

использовалась выборка, составляющая 20% от общего числа точек, в то время как еще 15% 

процентов оставшихся данных использовались в качестве тестового набора непосредственно во 

время оптимизации. Оптимальное количество эпох — проходов экспериментальных данных 

через нейронную сеть, определялось применением механизма ранней остановки, 

прекращающего обучение при отсутствии изменения или при увеличении ошибки на тестовом 

наборе данных.  

В работе было протестировано несколько функций активации — логистическая 

(обозначена как «sigmoid»), гиперболический тангенс (tanh), Softplus, ReLU, ELU, Selu и Softsign. 

Функции были протестированы при разных значения параметров регуляризации и размере мини-

выборки. Сравнение минимальных ошибок моделирования, полученных при использовании 

разных функций активации приведено на рисунке 39.  
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Таблица 14 — Параметры базовой модели на основе нейронной сети 

Количество нейронов входного слоя 16 

Функция активации входного слоя Линейная 

Количество скрытых слоев 1 

Количество нейронов скрытого слоя 2 

Функция активации скрытого слоя Оптимизируется на первом шаге 

Коэффициент регуляризации L1 0,1 

Коэффициент регуляризации L2 0,2 

Функция активации выходного слоя Линейная 

Количество нейронов выходного слоя 1 

Размер мини-выборки 5 

 
 
 

 

Рисунок 39 — Значения минимальных средних абсолютных ошибок (MAE) моделирования для 

моделей на основе нейронной сети при использовании разных функций активации скрытого 

слоя 

 

Использование логистической функции активации позволяет наилучшим образом описать 

экспериментальные данные двойных силикатно-щелочных систем (рисунок 40а), а также, как это 

видно из рисунка 39, получить наименьшее значение средней абсолютной ошибки. Однако, даже 

при принятии высоких значений параметров регуляризации, в системах с компенсацией заряда, 

описанных нейронной сетью с логистической функцией активации, видны признаки 

переобучения (рисунок 40б). Подобные результаты также можно наблюдать и при использовании 

других функций активации.  
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По итогам сравнения результатов моделирования с применением каждой из указанных 

функций активации, наилучшее соотношение минимизации ошибки и описания вязкости в 

областях без экспериментальных данных показала функция ELU [99]. 

 

 
а) SiO2 – Na2O; б) Al2O3 – CaO 

Рисунок 40 — Описание вязкости в двойных системах нейронной сетью с логистической 

функцией активации. Несмотря на низкое значение средней абсолютной ошибки 

моделирования на экспериментальных данных, модель показывает признаки переобучения 
 

Увеличение числа скрытых слоев не оказало положительного эффекта на точность 

разрабатываемой модели, поэтому использовалась нейронная сеть с одним скрытым слоем. 

График зависимости минимальной ошибки от количества нейронов на скрытом слое 

нейронной сети представлен на рисунке 41. Из графика можно видеть, что увеличение количества 

нейронов скрытого слоя также не повышает точности расчетных значений вязкости модели. 

Аналогично, в результате итеративного обучения моделей на основе нейронной сети на разных 

параметрах были подобраны значения размера мини-выборки, равное 3 и коэффициенты 

регуляризации L2 и L1, равные 1,5 и 1, соответственно. Финальные гиперпараметры нейронной 

сети представлены в таблице 15. 

На рисунке 42 представлена кривая обучения разработанной нейронной сети. Можно 

видеть, что ошибка на тестовом наборе данных продолжает убывать вместе с ошибкой на 

обучающих данных вплоть до момента, когда снижение ошибки на тренировочной выборке 

становится незначительным, что говорит об оптимальности использованной продолжительности 

обучения. Здесь и далее разработанная модель на основе нейронной сети также обозначается как 

«ANN». 
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Таблица 15 — Параметры разработанной модели на основе нейронной сети 

Количество нейронов входного слоя 16 

Функция активации входного слоя Линейная 

Количество скрытых слоев 1 

Количество нейронов скрытого слоя 2 

Функция активации скрытого слоя ELU [99] 

Коэффициент регуляризации L1 1 

Коэффициент регуляризации L2 1,5 

Функция активации выходного слоя Линейная 

Количество нейронов выходного слоя 1 

Размер мини-выборки  3 

 

 

 

Рисунок 41 — Значения минимальных средних абсолютных ошибок (MAE) моделирования для 

моделей на основе нейронной сети при использовании разного числа нейронов в скрытом слое 

 

Несмотря на то, что для обучения нейронной сети использовалось значительно меньше 

независимых переменных по сравнению с моделью линейной регрессии (16 и 48 соответственно), 

разработанная модель ANN позволяет получать более точные расчетные значения вязкости по 

сравнению как с представленной модификацией модели Аврамова, так и с моделью 

множественной линейной регрессии. Значение средней абсолютной ошибки (MAE) 

разработанной модели нейронной сети составляет 0,46 ln(η, Па∙с) на тестовом наборе данных и 

0,47 ln(η, Па∙с) на полном наборе данных. На рисунке 43 показано соотношение 

экспериментальных и расчетных данных вязкости модели ANN для всех исследуемых систем. 
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Рисунок 42 — Кривая обучения нейронной сети 

 

 

Рисунок 43 — Соотношение экспериментальных и расчетных данных вязкости для модели 

ANN в исследуемых системах 
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5.3 Результаты моделирования вязкости силикатов методами машинного обучения 

 

5.3.1 Чистые оксиды 

 

На рисунке 44 показано описание вязкости чистых оксидов разработанными моделями 

машинного обучения. Рассчитанная вязкость оксидов SiO2 и Al2O3 соответствует имеющейся 

экспериментальной информации. Значения вязкости рассматриваемых оксидов соответствуют 

порядку η(SiO2) > η(Al2O3) > η(CaO) > η(Na2O) > η(K2O), и согласуются, как с известными силами 

связей рассматриваемых оксидов, так и с результатами, полученными модифицированной 

моделью Аврамова в главе 4 настоящей работы.  

 

 

Рисунок 44 — Описание вязкости чистых систем моделями машинного обучения 

 

 

5.3.2 Двойные системы 

 

Описание вязкости в двойных системах разработанными моделями машинного обучения 

в зависимости от температуры и состава представлено на рисунках 45 – 54. В целом вязкость 

двойных систем хорошо описана разработанными моделями в широком диапазоне температур и 

полном диапазоне составов, включая выраженный эффект проскальзывания в силикатно-

щелочных системах (рисунки 45 и 47) и эффект компенсации заряда в системе Al2O3 – CaO 

(рисунок 53).  
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Из графиков зависимости вязкости от состава для систем SiO2 – Na2O (рисунок 45) и SiO2 

– K2O (рисунок 47) видно, что модель линейной регрессии дает несколько менее 

детализированное описание вязкости в двойных системах, в частности менее выражено второе 

падение вязкости в районе 50 – 60 мол. % SiO2 для системы SiO2 – Na2O и 55 – 65 мол. % SiO2 

для системы SiO2 – K2O. Аналогично, в системе SiO2 – Al2O3 (рисунок 49), эффект 

проскальзывания описан моделью линейной регрессии несколько менее точно. Такое поведение 

модели линейной регрессии можно аргументировать прежде всего ее меньшей гибкостью по 

сравнению с модифицированной моделью Аврамова и моделью на основе нейронной сети. При 

сравнении с физической моделью также важно отметить отсутствие тонкой ручной настройки 

модели — за исключением небольших правок, в модели использованы коэффициенты, 

полученные непосредственно после алгоритмической оптимизации, что, наравне с некоторой 

потерей детализации описания вязкости, означает существенно меньшее время на разработку, 

расширение и адаптацию подобной модели к новым данным. 

 

 

Рисунок 45 — Описание вязкости моделями машинного обучения в системе SiO2 – Na2O в 

зависимости от состава 

 

Описание вязкости моделью ANN во всех двойных системах более точно по сравнению с 

расчетными результатами модели LRα, однако падение вязкости в силикатно-щелочных системах 

при x(SiO2) ≈ 0,6 (рисунки 45 и 47) так же описано несколько менее точно по сравнению с 

разработанной модифицированной моделью Аврамова. 
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Рисунок 46 — Описание вязкости моделями машинного обучения в системе SiO2 – Na2O в 

зависимости от температуры 

 

 

Рисунок 47 — Описание вязкости моделями машинного обучения в системе SiO2 – K2O в 

зависимости от состава 
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Рисунок 48 — Описание вязкости моделями машинного обучения в системе SiO2 – K2O в 

зависимости от температуры 

 

 

Рисунок 49 — Описание вязкости моделями машинного обучения в системе SiO2 – Al2O3 в 

зависимости от состава 
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Рисунок 50 — Описание вязкости моделями машинного обучения в системе SiO2 – Al2O3 в 

зависимости от температуры 

 

Описание вязкости CaO - содержащих двойных систем SiO2 – CaO и Al2O3 – CaO 

представлено на рисунках 51 – 54. Ввиду меньшей подвижности катионов Ca+ значения вязкости 

в системе SiO2 – CaO выше при одинаковых концентрациях SiO2, а эффект проскальзывания 

менее выражен по сравнению с системами, содержащими оксиды щелочных металлов.  

 

 

Рисунок 51 — Описание вязкости моделями машинного обучения в системе SiO2 – CaO в 

зависимости от состава 
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Рисунок 52 — Описание вязкости моделями машинного обучения в системе SiO2 – CaO в 

зависимости от температуры 

 

В системе Al2O3 – CaO (рисунок 53) максимум вязкости, в соответствии c результатами 

расчетов моделями LRα и ANN, находится при эквимолярных составах Al2O3 и CaO, а значения 

вязкости существенно ниже по сравнению с SiO2 - содержащими системами. Из рисунка видно, 

что описание вязкости моделью на основе нейронной сети более плавное по сравнению с 

моделью LRα. 

 

 

Рисунок 53 — Описание вязкости моделями машинного обучения в системе Al2O3 – CaO в 

зависимости от состава 
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Рисунок 54 — Описание вязкости моделями машинного обучения в системе Al2O3 – CaO в 

зависимости от температуры 

 

 

5.3.3 Тройные системы 

 

Описание вязкости систем SiO2 – Na2O – K2O, SiO2 – CaO – Na2O и SiO2 – CaO – K2O 

моделями LRα и ANN представлено на рисунках 55 – 58. Рисунок 55 показывает зависимость 

вязкости от состава в системе SiO2 – Na2O – K2O. Из рисунка можно видеть, что эффект смешения 

щелочей данными моделями описан лучше по сравнению с модифицированной моделью 

Аврамова, что также видно при сравнении графиков соотношения экспериментальных и 

расчетных данных вязкости для данной системы (рисунки 31б, 37и и 43и). Описание вязкости 

тройных систем SiO2 – Al2O3 – Na2O, SiO2 – Al2O3 – K2O и SiO2 – Al2O3 – CaO с компенсацией 

заряда Al3+
 представлено на рисунках 59 – 64. Экспериментальные данные в системах хорошо 

описаны разработанными моделями, при этом модель на основе нейронной сети позволяет 

получать более точные результаты моделирования вязкости, что можно видеть на графиках для 

систем SiO2 – Al2O3 – K2O (рисунки 61, 62) и SiO2 – Al2O3 – CaO (рисунки 63, 64). На графиках 

зависимости вязкости от состава модели предсказывают максимум вязкости при эквимолярных 

составах Al2O3 и оксидов-модификаторов, в отличие от модифицированной модели Аврамова, 

которая, основываясь на термодинамических структурных данных, предсказывает смещение 

пика вязкости в системе SiO2 – Al2O3 – K2O при x(SiO2) = 0,5. 
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Рисунок 55 — Описание вязкости моделями машинного обучения в системе SiO2 – Na2O – K2O 

в зависимости от мольной доли Na2O / (Na2O + K2O) при x(SiO2) = 0,8, 0,67, 0,75 и T = 1000 °C 

 

 

Рисунок 56 — Описание вязкости моделями машинного обучения в системе SiO2 – Na2O – K2O 

в зависимости от температуры при разных составах 
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Рисунок 57 — Описание вязкости моделями машинного обучения в системе SiO2 – CaO – Na2O 

в зависимости от температуры при разных составах 

 

 

Рисунок 58 — Описание вязкости моделями машинного обучения в системе SiO2 – CaO – K2O в 

зависимости от температуры при разных составах 
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Рисунок 59 — Описание вязкости моделями машинного обучения в системе SiO2 – Al2O3 – 

Na2O в зависимости от мольной доли Al2O3 / (Al2O3 + Na2O) при x(SiO2) = 0,75 и T = 1300, 1400, 

1500, 1600 и 1700 °C  

 

 

Рисунок 60 — Описание вязкости моделями машинного обучения в системе SiO2 – Al2O3 – 

Na2O в зависимости от температуры при разных составах 
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Рисунок 61 — Описание вязкости моделями машинного обучения в системе SiO2 – Al2O3 – K2O 

в зависимости от мольной доли Al2O3 / (Al2O3 + K2O) при x(SiO2) = 0,5 и 0,7 и T = 1250, 1300, 

1350, 1400 °C 

 

 

Рисунок 62 — Описание вязкости моделями машинного обучения в системе SiO2 – Al2O3 – K2O 

в зависимости от температуры при разных составах 
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Рисунок 63 — Описание вязкости моделями машинного обучения в системе SiO2 – Al2O3 – CaO 

в зависимости от мольной доли Al2O3 / (Al2O3 + CaO) при x(SiO2) = 0,5 

 

 

Рисунок 64 — Описание вязкости моделями машинного обучения в системе SiO2 – Al2O3 – CaO 

в зависимости от температуры при разных составах 
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5.3.4 Четверные и пятерная системы 

 

Описание вязкости моделями ANN и LRα в четверных системах SiO2 – Al2O3 – Na2O – K2O, 

SiO2 – Al2O3 – CaO – K2O, SiO2 – Al2O3 – CaO – Na2O и пятерной SiO2 – Al2O3 – CaO – Na2O – 

K2O приведено на рисунках 65 – 69. Для системы SiO2 – Al2O3 – Na2O – K2O (рисунки 65 и 66) 

экспериментальные данные в областях с низкой вязкостью описаны хорошо обеими моделями. 

Описание моделью LRα экспериментальных данных в области высоких значений вязкости, а так 

же экспериментальных данных Хесса [149] во всем диапазоне температур, аналогично 

модифицированной модели Аврамова, менее точно по сравнению с описанием 

высокотемпературных данных, что можно видеть из рисунков 37р и 66а. В свою очередь, 

описание вязкости данной системы моделью ANN значительно более точно по сравнению с 

другими моделями (рисунки 43р и 66б). 

Вязкость в системах SiO2 – Al2O3 – CaO – K2O, SiO2 – Al2O3 – CaO – Na2O и пятерной SiO2 

– Al2O3 – CaO – Na2O – K2O (рисунки 67 – 69) хорошо описана обеими моделями, что также видно 

из графиков на рисунках 37 о – с и 43 о – с. 

 

 

Рисунок 65 — Описание вязкости моделями машинного обучения в системе SiO2 – Al2O3 – 

Na2O – K2O в зависимости от мольной доли SiO2 / (SiO2 + Al2O3) при x(Na2O) = 0,125, 

x(K2O) = 0,125 и T = 1000, 1100, 1200, 1300 и 1400 °C 
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Рисунок 66 — Описание вязкости моделями машинного обучения в системе SiO2 – Al2O3 – 

Na2O – K2O в зависимости от температуры при разных составах 

 

 

Рисунок 67 — Описание вязкости моделями машинного обучения в системе SiO2 – Al2O3 – CaO 

– K2O в зависимости от температуры при разных составах 
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Рисунок 68 — Описание вязкости моделями машинного обучения в системе SiO2 – Al2O3 – CaO 

– Na2O в зависимости от температуры при разных составах 

 

 

Рисунок 69 — Описание вязкости моделями машинного обучения в системе SiO2 – Al2O3 – CaO 

– Na2O – K2O в зависимости от температуры при разных составах 
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ГЛАВА 6 ПОСТРОЕНИЕ МОДЕЛИ КОЛЛЕКТИВА И СРАВНЕНИЕ РАЗРАБОТАННЫХ 

МОДЕЛЕЙ 

 

В работе показан процесс разработки трех моделей вязкости, основанных на различных 

подходах — физическом подходе, методе линейной регрессии и искусственной нейронной сети. 

Разработанные модели могут применяться самостоятельно, с учетом особенностей каждого из 

рассмотренных алгоритмов, либо в составе обобщающей модели-коллектива, так же называемой 

метамоделью, использующей выходные данные построенных моделей для получения 

собственной оценки зависимой переменной. Идея такого подхода основана на предположении, 

что в случае, когда значение вязкости, полученное одной из используемых моделей, будет 

ошибочным, оно будет скорректировано за счет вклада других участников коллектива [151, 152]. 

К подобным моделям относятся такие алгоритмы, как решающий лес, градиентный бустинг, а 

также ансамбли более сложных моделей. Функцией верхнего уровня, использующей в качестве 

входных данных прогнозы вязкости имеющихся моделей, может быть, например, как обычное 

усреднение, так и специально обученная нейронная сеть. Усреднение прогнозов зависимой 

переменной, используемое в данной работе, позволило получить обобщающую модель, 

сравнимую по точности с моделью нейронной сети, при этом обладающую большей 

интерпретируемостью за счет включения в свой состав моделей AVmod и LR. 

На рисунке 70 представлено описание вязкости предложенными моделями в системе SiO2 

– Na2O. Описание вязкости коллективом моделей более плавное по сравнению с моделью AVmod, 

что видно на графиках при описании эффекта проскальзывания (при концентрациях SiO2 более 

90 мол.%) и в диапазоне x(SiO2) между 0,4 и 0,6; но при этом более детализированное по 

сравнению с моделями LRα и ANN. На рисунке 71 показано соотношение экспериментальных и 

расчетных данных вязкости в системе SiO2 – Na2O. Все разработанные модели хорошо 

аппроксимируют вязкость системы, однако модифицированная модель Аврамова и модель LRα 

обладают несколько большей ошибкой (MAE) по сравнению с моделью на основе нейронной 

сети и коллективом моделей, что в случае с моделью AVmod обусловлено вкладом расчетных 

данных в области с высокой вязкостью. Однако, можно видеть, что модифицированная модель 

Аврамова дает наиболее точный прогноз вязкости при высоких температурах (значения ln(η, 

Па·с) в диапазоне от 0 до минус 5). Модель коллектива, в свою очередь, обладает меньшей 

ошибкой в области высоких значений вязкости по сравнению с моделью AVmod и более высокой 

точностью прогнозирования вязкости в областях высоких температур по сравнению с моделями 

ANN и LRα; при этом ошибка модели коллектива равна ошибке модели ANN (рисунок 71г).  
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Рисунок 70 — Описание вязкости в системе SiO2 – Na2O разработанными моделями 

 

 

Рисунок 71 — Соотношение экспериментальных и расчетных данных вязкости в системе SiO2 – 

Na2O для разработанных моделей 
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Эффективность модели коллектива также можно проиллюстрировать на примере 

моделирования вязкости в системе SiO2 – Al2O3 (рисунки 72, 73). Так, на рисунке 72 видно, что 

модель коллектива для данной системы предлагает более плавное и точное описание вязкости по 

сравнению с другими моделями, что также подтверждается графиками соотношения 

экспериментальных и расчетных данных вязкости на рисунке 73 и наиболее наглядно выражено 

на экспериментальных данных Урбана [14]. 

В случае, когда одна модель в составе коллектива обладает значительно меньшей ошибкой 

по сравнению с другими, что справедливо для системы SiO2 – Al2O3 – Na2O – K2O (рисунки 74, 

75), использование коллектива предполагает некоторое снижение точности за счет уменьшения 

возможности переобучения модели. 

На рисунке 76 приведены графики соотношения экспериментальных и расчетных данных, 

полученных разработанными моделями, для всех рассматриваемых систем. График на 

рисунке 76а показывает соотношение экспериментальных и расчетных данных для 

модифицированной модели Аврамова. По сравнению с моделями машинного обучения, 

физические модели требуют значительно большего времени на разработку, настройку, введение 

новой информации и расширение. Используя известную экспериментальную и теоретическую 

информацию, такие модели позволяют получать обоснованные прогнозы моделируемых свойств, 

что наиболее важно для условий, при которых недоступна экспериментальная информация, либо 

ее количество недостаточно. Из графика видно, что построенная модель хорошо описывает 

имеющиеся экспериментальные данные. Наиболее точно описаны двойные системы, в то время 

как в системах старшего порядка наблюдаются отклонения расчетных данных от 

экспериментальных значений для силикатов с высоким содержанием оксида кремния при низких 

температурах. Такое поведение разработанной физической модели говорит о том, что процессы, 

влияющие на вязкость при данных условиях, описаны не полностью. 

Соотношение экспериментальных и расчетных данных для первого из использованных в 

данной работе методов машинного обучения — множественной линейной регрессии, показано 

на рисунке 76б. Модель позволяет получать прогнозы вязкости немногим уступающие в 

точности модифицированной модели Аврамова. Для введения обучающих признаков 

применялось разделение состава расплава на модифицирующие и структурообразующие 

компоненты, для описания температурной зависимости вязкости использовался вид зависимости 

ln(η) от T модели Аврамова - Милчева. Одним из важных достоинств модели является небольшое 

время, требуемое на ее расширение и введение новой информации — при известных параметрах 

регуляризации и установленном виде используемых входных данных, оптимизация параметров 

модели линейной регрессии занимает не более нескольких минут, помимо этого, как при 

увеличении числа компонентов моделируемой системы, так и при введении новых данных, такая  
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Рисунок 72 — Описание вязкости в системе SiO2 – Al2O3 разработанными моделями 

 

 
Рисунок 73 — Соотношение экспериментальных и расчетных данных вязкости в системе SiO2 – 

Al2O3 для разработанных моделей 
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модель не требует повторного подбора коэффициентов, и задача оптимизации может быть 

ограничена лишь параметрами, представляющими интерес в конкретном случае. Также данная 

модель использует меньше настраиваемых параметров по сравнению с разработанной 

модифицированной моделью Аврамова и не применяет структурной информации, получение 

которой требует наличия специализированного программного обеспечения. С другой стороны, 

разработанная модель LRα использует взаимодействия независимых переменных. 

 

 
Рисунок 74 — Описание вязкости в системе SiO2 – Al2O3 – Na2O – K2O разработанными 

моделями в зависимости от состава 

 

Третья разработанная модель — модель на основе искусственной нейронной сети. Ввиду 

высокой гибкости нейронные сети позволяют описывать сложные закономерности между 

имеющимися переменными, при этом модель не требует использования взаимодействий 

переменных. Соотношение экспериментальных и расчетных данных для модели на основе 

нейронной сети показано на рисунке 76в. Значение средней абсолютной ошибки модели равное 

0,47 ln(η, Па∙с) — наименьшее среди предложенных методов. Введение новых 
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экспериментальных данных при работе с такой моделью может проводиться путем дообучения 

уже разработанной модели, однако расширение модели за счет введения новых компонентов в 

моделируемую систему требует повторного обучения модели с возможным внесением 

изменений в архитектуру сети. Обратной стороной высокой точности и гибкости модели также 

является низкая интерпретируемость результатов вычислений, высокая вероятность 

переобучения и, как следствие, необходимость строгого контроля получаемых результатов.  

 

 
Рисунок 75 — Соотношение экспериментальных и расчетных данных вязкости в системе SiO2 – 

Al2O3 – Na2O – K2O для разработанных моделей 

 

На основе трех рассмотренных методов была построена модель коллектива, усредняющая 

прогнозы вязкости, полученные данными методами. Соотношение экспериментальных и 

расчетных данных модели коллектива приведено на рисунке 76в. Основными плюсами такого 

подхода являются более высокая стабильность получаемых результатов, сравнительно высокая 

точность, возможность дальнейшего введения физических и математических методов расчета 

вязкости в состав модели. К минусам модели можно отнести значительное время на разработку 

модели, относительную сложность введения новых данных, требующую настройки каждой из 

моделей в составе коллектива. Помимо равноправного голосования, для построения модели 
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коллектива также возможно применение взвешенного голосования, при котором веса могут 

зависеть от точности исходных моделей на всех экспериментальных данных, либо в конкретной 

системе. 

 

 
а) модифицированная модель Аврамова; б) модель множественной линейной регрессии 

в) модель на основе нейронной сети; г) модель коллектива 

Рисунок 76 — Графики соотношения экспериментальных и расчетных данных для 

разработанных моделей 

Выбор той или иной модели для разработки и использования в каждом конкретном случае 

прежде всего зависит от предъявляемых к ней требований. В то время, как физические модели 

развиваются эволюционным путем, модели машинного обучения могут быть использованы для 

получения прогнозов вязкости в системах, для которых не рассчитана структурная информация, 

в условиях ограниченного времени на разработку, на производстве, в случаях, когда физические 

модели для необходимых материалов и условий не доступны. Кроме того, данные подходы могут 

быть совмещены — разработкой коллективной модели, как показано в данной работе, либо 

использованием прогнозов физической модели наравне с экспериментальными данными для 

обучения моделей машинного обучения. 
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ВЫВОДЫ 
 
 

1. Разработана новая модификация модели Аврамова для прогнозирования вязкости в системе 

SiO2 – Al2O3 – Na2O – K2O в полном интервале составов и в диапазоне температур от полностью 

жидких до переохлажденных расплавов. Вводится более сильная, по сравнению с ранее 

предложенной версией модели [1], зависимость вклада структурной единицы в вязкость от ее 

концентрации, а также параметр хрупкости структурной единицы ставится в зависимость от 

состава расплава. В качестве структурных единиц модель использует ассоциаты, распределения 

которых рассчитаны из термодинамической базы данных Яженских и др. [57 – 61]. Модель 

обладает средней абсолютной ошибкой моделирования 0,70 ln(Па∙с) на рассматриваемых 

экспериментальных данных, что на 60% меньше по сравнению с ранее предложенной 

модификацией модели Аврамова [1]. 

2. На основе двух методов машинного обучения — множественной линейной регрессии и 

искусственной нейронной сети разработаны модели для прогнозирования вязкости в 

пятикомпонентной системе SiO2 – Al2O3 – CaO – Na2O – K2O в полном интервале составов и в 

диапазоне температур от полностью жидких до переохлажденных расплавов. Для обучения 

моделей использовался набор из 7319 экспериментальных точек. Обозначены и сравнены наборы 

независимых переменных, которые могут быть использованы в качестве входных данных для 

рассматриваемых моделей. 

3. Разработанная модель множественной линейной регрессии обладает средней абсолютной 

ошибкой моделирования 0,73 ln(Па∙с). Для получения обучающих признаков модели 

использовалось разделение состава расплава на модифицирующие и структурообразующие 

компоненты, температурная зависимость типа Аврамова - Милчева, взаимодействия переменных 

и полиномиальное описание эффекта проскальзывания. Модель немногим уступает в точности 

предложенной модификации модели Аврамова, однако использует меньше настраиваемых 

параметров и не требует наличия структурной информации. Также важным плюсом является 

относительная легкость введения новых данных и включения новых компонентов в подобную 

модель. 

4. Модель на основе искусственной нейронной сети, благодаря высокой гибкости, позволяет 

получать наиболее точные прогнозы вязкости из трех предложенных методов, обладая средней 

абсолютной ошибкой моделирования 0,47 ln(Па∙с). Для получения обучающих признаков модели 

использовалось разделение состава расплава на модифицирующие и структурообразующие 

компоненты, температурная зависимость типа Аррениуса. Обратной стороной высокой точности 

подобных моделей является относительная сложность расширения и необходимость строгого 

контроля получаемых результатов. 
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5. Разработана модель-коллектив, объединяющая прогнозы вязкости представленных 

моделей для собственной оценки зависимой переменной. Модель обладает средней ошибкой 

моделирования равной 0,53 ln(Па∙с), и, таким образом, немногим уступает в точности модели 

нейронной сети, при этом имея бо́льшую интерпретируемость за счет включения в состав 

модифицированной модели Аврамова и модели линейной регрессии. Основным недостатком 

такой модели является значительное время на ее разработку и расширение. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ А. ИССЛЕДОВАНИЕ ОБРАЗЦОВ ШЛАКА 

 

В работе были проанализированы медеплавильные шлаки, образующиеся в печи КФП 

Алмалыкского ГМК, отобранные на разных этапах производства. Образцы 1 – 8 были взяты с 

отвала шлака, образец 9 был взят с выпуска. Все образцы пористые, имеют разный цвет 

поверхности в зависимости от состава (красный для оксида железа, синий для оксида меди и т. 

д.). Образцы были разломаны в гидравлическом прессе и проанализированы методами световой 

микроскопии, сканирующей микроскопии и рентгеноспектрального анализа. Результаты 

элементного анализа шлаков методом рентгеноспектрального анализа представлены в 

таблице А.1. 

Образец шлака № 1. Внешний вид образца и спектры элементного анализа образца 

шлака № 1 представлены на рисунке 77. Исследования методом световой микроскопии показали, 

что структура образца однородна, сульфидные включения распределены равномерно, образец 

пористый. Анализ методом растровой микроскопии выявил наличие в составе образца 

следующих фаз: фаялит (Fe2SiO4), магемит (Fe2O3), пиррхотит (FeS), Fe3Al2(SiO4)3. В состав 

фаялита в данном и остальных образцах входит, как кристаллическая фаза, так и аморфная фаза, 

близкая по составу к фаялиту, но с повышенным содержанием кремния и калия. 

Образец шлака № 2. Внешний вид образца и спектры элементного анализа образца 

шлака № 2 представлены на рисунке 78. Исследования методом световой микроскопии 

подтвердили наличие включений сульфидов разных размеров. Фон образца однороден, образец 

пористый. Анализ методом растровой микроскопии показал наличие в образце следующих фаз: 

фаялит (Fe2SiO4), магнетит (Fe3O4), халькоцит (Cu2S). 

 
 

 

Рисунок 77 — Образец шлака № 1: а) внешний вид образца; б) спектры элементного анализа 
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Рисунок 78 — Образец шлака № 2: а) внешний вид образца; б) спектры элементного анализа 

 

Образец шлака № 3. Внешний вид образца и спектры элементного анализа образца 

шлака № 3 представлены на рисунке 79. Исследования методом световой микроскопии показали 

присутствие сульфидных частиц и наличие пор в образце. Анализ методом растровой 

микроскопии выявил наличие в составе образца следующих фаз: фаялит (Fe2SiO4), магнетит 

(Fe3O4), халькоцит (Cu2S).  

 

 

Рисунок 79 — Образец шлака № 3: а) внешний вид образца; б) спектры элементного анализа 

 

Образец шлака № 4. Внешний вид образца и спектры элементного анализа образца 

шлака № 4 представлены на рисунке 80. Исследования методом световой микроскопии показали 
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присутствие сульфидных частиц и незначительную, по сравнению с другими образцами, 

пористость. Анализ методом растровой микроскопии показал наличие в образце следующих фаз: 

Fe3O4, Fe2SiO4, CuS.  

Образец шлака № 5. Внешний вид образца и спектры элементного анализа образца 

шлака № 5 представлены на рисунке 81. Исследования методом световой микроскопии 

подтвердили наличие сравнительно небольшого количества включений сульфидов разных 

размеров, фон образца однороден, образец показывает значительную пористость. Анализ 

методом растровой микроскопии показал наличие в образце следующих фаз: Fe2SiO4, Fe3O4, CuS.  

 

 

Рисунок 80 — Образец шлака № 4: а) внешний вид образца; б) спектры элементного анализа 

 

Образец шлака № 6. Внешний вид образца и спектры элементного анализа образца 

шлака № 6 представлены на рисунке 82. Исследования методом световой микроскопии показали 

наличие значительного количества сульфидной фазы в образце, а также большую пористость по 

сравнению с другими образцами. Анализ методом растровой микроскопии показал наличие 

образце фаз FeO, FeS, CuS, Fe2SiO4, SiKAlO6, PbS6Fe3Zn2.  

Образец шлака № 7. Внешний вид образца и спектры элементного анализа образца 

шлака № 7 представлены на рисунке 83. Исследования методом световой микроскопии 

подтвердили наличие включений сульфидов разных размеров, фон образца однороден, образец 

пористый. Анализ методом растровой микроскопии выявил наличие в составе образца 

следующих фаз: кристаболит (SiO2), тридимит (SiO2), фаялит (Fe2SiO4), кварц (SiO2).  

Образец шлака № 8. Внешний вид образца и спектры элементного анализа образца 

шлака № 8 представлены на рисунке 84. Исследования методом световой микроскопии 
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подтвердили наличие включений сульфидов разных размеров, фон образца однороден, образец 

пористый. Анализ методом растровой микроскопии показал наличие в образце следующих фаз: 

Fe2SiO4, Fe3O4, (Cu, Fe)4S4. 

 

 

Рисунок 81 — Образец шлака № 5: а) внешний вид образца; б) спектры элементного анализа 

 

 

Рисунок 82 — Образец шлака № 6: а) внешний вид образца; б) спектры элементного анализа 

 

Образец шлака № 9. Внешний вид образца и спектры элементного анализа образца 

шлака № 9 представлены на рисунке 85. Исследования методом световой микроскопии показали 

наличие включений сульфидов разных размеров. Фон образца однородный, образец не пористый. 

Анализ методом растровой микроскопии показал наличие двух фаз в образце — Fe2SiO4, CuS.  
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Рисунок 83 — Образец шлака № 7: а) внешний вид образца; б) спектры элементного анализа 

 

 

Рисунок 84 — Образец шлака № 8: а) внешний вид образца; б) спектры элементного анализа 
 

 

Рисунок 85 — Образец шлака № 9: а) внешний вид образца; б) спектры элементного анализа 
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Таблица А. 1 — Химический состав исследованных образцов шлака 

Спектр 
O Na Mg Al Si P S K Ca Ti Cr Mn Fe Cu Zn Ba Mo Pb Bi As Sb Sn 

ат. % 

Образец №1 

Sp 1 7,64 - - - - - 44,72 - - - - - 29,44 18,20 - - - - - - - - 

Sp 2 54,32 - 1,21 7,21 0,31 - - - - 0,60 0,71 - 35,12 - 0,52 - - - - - - - 

Sp 3 55,91 - 0,93 6,91 0,81 - 0,32 - - 0,70 - - 34,09 - 0,33 - - - - - - - 

Sp 4 55,56 - 5,50 0,29 15,36 - 0,10 0,15 0,38 - - 0,26 21,99 - 0,41 - - - - - - - 

Sp 5 55,54 - 4,38 1,70 16,57 - 0,12 0,47 0,64 - - 0,24 19,96 - 0,38 - - - - - - - 

Sp 6 57,13 - 0,86 8,53 16,13 - 0,25 2,35 1,52 0,19 - 0,11 12,47 - 0,46 - - - - - - - 

Sp 7 59,03 - - 7,20 18,63 0,12 0,63 2,24 3,44 - - - 8,09 0,11 0,35 0,16 - - - - - - 

Sp 8 58,28 - - 6,93 18,58 - 1,69 2,01 4,03 - - - 7,62 0,39 0,32 0,15 - - - - - - 

Sp 9 56,60 0,69 - 6,65 19,36 0,12 0,59 2,30 3,15 - - 0,13 9,77 - 0,48 0,16 - - - - - - 

Sp 10 11,11 - - - 0,80 - 41,92 - - - - - 32,32 13,46 0,39 - - - - - - - 

Sp 11 9,18 - - - 0,83 - 44,96 - - - - - 45,03 - - - - - - - - - 

Sp 12 6,27 - - - - - 47,08 - - - - - 30,72 15,93 - - - - - - - - 

Sp 13 64,22 - - 3,82 15,00 - 0,47 1,15 1,75 0,08 - 0,13 13,13 - 0,25 - - - - - - - 

Образец №2 

S 1 - - - - - - 21,00 - - - - - 2,07 76,93 - - - - - - - - 

S 2 - - - - - - 18,40 - - - - - 3,34 51,26 - - - 27,00 - - - - 

S 3 3,90 - - - 0,69 - 3,07 - - - - - 2,74 3,37 - - - 43,35 42,88 - - - 

S 4 - - - - - - 21,00 - - - - - 1,87 77,13 - - - - - - - - 

S 5 - - - - - - 22,10 - - - - - 3,34 73,52 1,04 - - - - - - - 

S 6 27,23 - 0,28 2,72 3,84 - - 0,30 - 1,66 0,45 - 62,19 - 0,90 - 0,43 - - - - - 

S 7 26,35 - - 2,47 1,08 - - 0,17 0,14 1,95 0,47 - 66,50 - 0,87 - - - - - - - 

S 8 27,20 - 0,32 2,67 2,92 - - 0,53 - 1,79 0,37 - 63,20 - 1,00 - - - - - - - 

S 9 30,06 - 0,31 2,89 5,58 - - 0,71 0,21 1,67 0,46 - 56,80 - 0,86 - 0,45 - - - - - 

S 10 35,13 - 2,17 2,25 21,17 - - 1,64 0,52 - - 0,20 35,92 - 1,00 - - - - - - - 

S 11 35,93 - 2,30 2,29 21,15 - - 1,61 0,51 - - 0,22 35,10 - 0,89 - - - - - - - 

S 12 34,85 - 1,42 3,13 22,45 - - 1,95 0,71 - - - 34,50 - 0,99 - - - - - - - 

S 13 42,58 - 0,18 6,05 30,66 - - 3,66 2,62 0,24 - - 12,30 - 0,53 - - 1,18 - - - - 
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Спектр 
O Na Mg Al Si P S K Ca Ti Cr Mn Fe Cu Zn Ba Mo Pb Bi As Sb Sn 

ат. % 

S 14 42,83 0,40 0,25 5,75 32,58 - - 4,12 1,68 0,18 - - 11,40 - - - - 0,81 - - - - 

S 15 38,58 - - 5,35 24,47 - 0,25 2,89 1,63 0,50 - - 25,70 - 0,63 - - - - - - - 

S 16 39,04 - - 5,67 25,71 - 0,25 3,05 1,56 0,51 - - 23,20 0,46 0,55 - - - - - - - 

Образец №3 

S 1 - - - - - - 42,71 - - - - - 15,34 41,95 - - - - - - - - 

S 2 - - - - - - 44,02 - - - - - 16,94 39,04 - - - - - - - - 

S 3 56,64 - 6,69 0,16 15,25 - - - 0,13 - - 0,23 20,10 - 0,80 - - - - - - - 

S 4 55,75 - 3,98 - 15,45 - - - 0,13 - - 0,26 23,52 - 0,91 - - - - - - - 

S 5 57,39 - 1,97 3,10 17,46 - 0,15 0,88 0,74 - - 0,17 17,23 - 0,83 0,08 - - - - - - 

S 6 56,34 - 5,00 - 15,31 - - - 0,14 - - 0,23 22,06 - 0,92 - - - - - - - 

S 7 55,65 - 0,74 5,27 0,37 - - - - 0,65 0,21 - 36,19 - 0,92 - - - - - - - 

S 8 57,18 - - 4,99 0,84 - - - - 0,70 - - 35,18 - 1,11 - - - - - - - 

S 9 55,06 - 0,81 4,72 0,70 - - - - 0,73 - - 37,09 - 0,89 - - - - - - - 

S 10 52,91 - - 5,17 0,90 - - - - 0,84 - - 38,89 - 1,29 - - - - - - - 

S 11 19,70 - - - 3,10 - 36,03 - 0,16 - - - 27,72 11,35 1,94 - - - - - - - 

S 12 7,22 - - - - - 44,97 - - - - - 28,76 19,05 - - - - - - - - 

S 13 7,76 - - - 0,89 - 44,89 - - - - - 32,13 13,75 0,58 - - - - - - - 

S 14 12,21 - - - - - 36,14 - - - - - 13,62 22,89 - - - 15,14 - - - - 

Образец №4 

SP 1 2,20 - - - - - 26,70 - - - - - 13,50 57,60 - - - - - - - - 

SP 2 26,12 - - 2,08 3,38 - 0,19 0,29 0,23 0,23 - - 66,90 - 0,58 - - - - - - - 

SP 3 4,29 - - - 0,42 - 26,60 - - - - - 25,10 27,40 12,90 - 3,29 - - - - - 

SP 4 1,55 - - - - - 28,00 - - - - - 15,70 54,75 - - - - - - - - 

SP 5 22,12 - - 0,37 0,66 - - - - - - - 76,85 - - - - - - - - - 

SP 6 21,50 - - 0,34 0,53 - - - - - - - 77,63 - - - - - - - - - 

SP 7 35,71 1,61 - 7,62 20,30 0,19 0,56 7,75 6,29 - - - 19,20 0,31 0,46 - - - - - - - 

SP 8 35,99 1,66 - 7,75 20,70 0,15 0,92 8,40 6,00 - - - 17,80 - 0,63 - - - - - - - 

SP 9 36,61 1,40 - 6,96 20,70 0,21 1,11 7,73 6,31 - - - 18,97 - - - - - - - - - 

SP 10 10,69 - - 1,51 4,36 - 14,00 2,11 1,49 - - - 25,41 24,80 - - - 11,90 - 1,08 2,65 - 

SP 11 30,70 - - 2,21 16,80 - - 1,99 0,69 - - - 47,22 - 0,39 - - - - - - - 
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Спектр 
O Na Mg Al Si P S K Ca Ti Cr Mn Fe Cu Zn Ba Mo Pb Bi As Sb Sn 

ат. % 

Образец №5 

S 4 41,20 0,86 - 8,07 28,20 - 0,41 3,64 4,40 0,24 - - 12,44 - 0,54 - - - - - - - 

S 5 41,47 0,80 - 7,81 27,20 0,15 0,33 3,55 4,42 0,23 - - 13,51 - 0,53 - - - - - - - 

S 6 33,37 - 2,67 0,18 15,90 - - - 0,17 - - - 46,62 - 1,09 - - - - - - - 

S 7 30,80 - 2,82 - 15,60 - - - 0,23 - - - 49,54 - 1,01 - - - - - - - 

S 8 29,92 - 2,67 - 15,60 - - - 0,24 - - - 50,39 - 1,18 - - - - - - - 

S 9 30,24 - 2,58 - 15,30 - - - 0,21 - - - 50,70 - 0,97 - - - - - - - 

S 10 22,07 - - 2,82 8,78 - 7,75 1,56 1,19 0,22 - - 11,00 4,31 - - - 40,30 - - - - 

S 11 22,07 - - 2,50 4,95 - 7,53 - - 0,65 - - 32,90 8,06 0,54 - - 20,80 - - - - 

S 12 10,60 - - 1,26 1,12 - 17,20 - - - - - 23,83 26,99 - - - 19,00 - - - - 

S 13 27,56 - - 4,95 1,67 - 0,16 - - 2,56 - - 61,88 - 1,22 - - - - - - - 

S 14 28,69 - - 5,03 5,07 - 0,89 0,54 0,46 2,26 - - 55,83 - 1,23 - - - - - - - 

Образец №6 

SX 1 2,28 - - - - - 29,44 - - - - - 15,90 52,38 - - - - - - - - 

SX 2 2,39 - - - - - 28,89 - - - - - 17,00 51,72 - - - - - - - - 

SX 3 2,39 - - - 0,60 - 28,25 - - - - - 17,50 48,28 - - 2,98 - - - - - 

SX 4 46,32 - 0,47 1,69 23,10 - 1,10 0,51 0,74 - - - 22,30 3,77 - - - - - - - - 

SX 5 40,36 - - 12,68 28,00 - - 17,60 - - - - 1,36 - - - - - - - - - 

SX 6 41,15 0,30 - 12,29 26,70 - - 16,60 - - - - 1,69 - - - - - - - - 1,27 

SX 7 41,25 - - 12,58 27,70 - - 17,30 - - - - 1,17 - - - - - - - - - 

SX 8 46,06 3,50 - 11,36 25,40 - - 9,95 - - - - 3,34 - - 0,39 - - - - - - 

SX 9 25,19 - 0,32 1,46 0,36 - - - - 0,25 0,16 - 71,18 - 1,08 - - - - - - - 

SX 10 25,77 - - 1,81 0,49 - - - - - - - 71,12 - 0,81 - - - - - - - 

SX 11 29,87 - 1,06 - 16,00 - - - 0,44 - - - 51,10 - 1,53 - - - - - - - 

SX 12 29,88 - 2,08 - 16,00 - - - 0,33 - - - 50,12 - 1,59 - - - - - - - 

Образец №7 

SS 1 4,47 - - - 0,52 - 31,59 - - - - - 48,50 10,40 1,09 - 3,43 - - - - - 

SS 2 5,33 - - - 0,70 - 31,87 - - - - - 46,94 11,80 1,07 - 2,29 - - - - - 

SS 3 23,92 - 1,20 4,81 0,35 - - - - 0,89 29,69 - 37,63 - 1,51 - - - - - - - 
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Спектр 
O Na Mg Al Si P S K Ca Ti Cr Mn Fe Cu Zn Ba Mo Pb Bi As Sb Sn 

ат. % 

SS 4 28,40 - 0,72 4,66 5,74 - - 0,94 0,17 1,50 13,82 - 42,99 - 1,06 - - - - - - - 

SS 5 38,11 - 1,43 4,89 26,87 - 0,45 1,95 2,84 0,37 - - 22,51 - 0,58 - - - - - - - 

SS 6 37,31 - 0,92 4,93 26,02 - 0,23 1,85 1,74 0,41 - - 25,88 - 0,71 - - - - - - - 

SS 7 35,38 - 1,75 4,13 22,52 - 0,51 0,38 3,82 0,51 - - 30,48 - 0,52 - - - - - - - 

SS 8 40,90 0,33 0,50 5,58 32,23 - 0,24 3,95 2,40 0,19 - - 13,68 - - - - - - - - - 

SS 9 40,94 0,36 0,71 5,49 31,97 - 0,21 4,10 2,10 0,25 - - 13,53 - 0,34 - - - - - - - 

SS 10 35,24 - 3,71 3,01 23,29 - 0,24 0,67 1,33 0,40 0,18 - 31,49 - 0,44 - - - - - - - 

SS 11 34,83 - 3,31 2,04 23,30 - - - 1,40 0,18 - 0,27 34,23 - 0,44 - - - - - - - 

SS 12 34,20 - 3,42 1,88 22,97 - 0,28 0,24 1,26 0,23 - 0,20 34,49 - 0,83 - - - - - - - 

SS 13 23,52 - - 3,29 10,74 - 14,77 1,13 1,18 0,38 - - 41,24 1,00 0,54 - 2,21 - - - - - 

SS 14 32,51 - - 5,03 14,84 - 0,19 1,46 0,76 2,03 2,25 - 40,12 - 0,81 - - - - - - - 

SS 15 30,55 - - 4,66 13,86 - 4,79 1,15 0,98 0,88 - - 42,51 - 0,62 - - - - - - - 

SS 16 41,84 0,37 - 7,57 31,69 - 0,30 4,90 3,09 0,46 - - 9,28 - 0,50 - - - - - - - 

SS 17 42,15 0,43 - 7,42 32,91 - - 5,09 2,69 0,37 - - 8,39 - 0,55 - - - - - - - 

SS 18 40,43 0,46 0,21 6,72 34,07 - 0,25 5,20 2,06 0,31 - - 10,29 - - - - - - - - - 

SS 19 22,30 - 0,95 5,07 1,47 - - 0,43 0,14 1,59 20,69 - 45,97 - 1,39 - - - - - - - 

SS 20 25,54 - 0,99 5,39 3,53 - - 0,40 - 1,47 20,06 - 41,25 - 1,37 - - - - - - - 

Образец №8 

SS 1 34,86 - 1,54 3,65 21,49 - 0,31 2,08 1,52 0,21 - 0,22 33,20 - 0,92 - - - - - - - 

SS 2 34,68 - 1,37 3,82 21,67 - 0,42 2,04 1,68 0,18 - 0,23 32,76 - 1,15 - - - - - - - 

SS 3 28,57 - 0,35 3,51 3,74 - - 0,61 0,22 1,59 1,75 - 58,94 - 0,72 - - - - - - - 

SS 4 29,37 - - 3,69 5,50 - - 0,81 0,19 1,40 2,61 - 55,64 - 0,79 - - - - - - - 

SS 5 29,09 - 0,42 3,62 5,77 - - 0,86 0,38 1,38 1,51 - 56,14 - 0,83 - - - - - - - 

SS 6 2,60 - - - 0,43 - 25,37 - - - - - 18,73 48,17 0,86 - 3,84 - - - - - 

SS 7 16,11 - 0,53 1,62 9,06 - 17,89 0,99 0,57 - - - 24,49 27,56 1,18 - - - - - - - 

SS 8 35,40 - 0,57 6,42 24,60 0,15 0,71 2,55 2,81 0,43 - - 25,35 - 1,01 - - - - - - - 

SS 9 36,50 - 0,33 7,22 24,90 - 0,94 2,64 3,85 0,38 - - 21,40 0,31 1,03 0,50 - - - - - - 

SS 10 36,46 - - 5,89 22,84 - 0,43 3,22 1,69 0,78 - - 27,83 - 0,86 - - - - - - - 

SS 11 33,37 - 0,45 4,84 14,62 - 0,24 1,75 0,97 1,04 - - 41,87 - 0,85 - - - - - - - 
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Спектр 
O Na Mg Al Si P S K Ca Ti Cr Mn Fe Cu Zn Ba Mo Pb Bi As Sb Sn 

ат. % 

Образец №9 

SS 1 35,11 - 0,94 - 27,00 - 0,37 1,87 1,03 0,26 - - 31,80 0,89 0,73 - - - - - - - 

SS 2 35,23 - 0,97 - 27,10 - 0,33 1,86 1,11 0,29 - - 31,50 0,84 0,77 - - - - - - - 

SS 3 36,93 - 1,00 - 28,16 - 0,16 1,98 1,34 0,30 - - 29,40 - 0,73 - - - - - - - 

SS 4 36,93 - 0,86 - 28,28 - - 2,06 0,97 0,37 - - 30,00 - 0,53 - - - - - - - 
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ПРИЛОЖЕНИЕ Б. ИСТОЧНИКИ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ ВЯЗКОСТИ 
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