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Общая характеристика работы

Объект и предмет исследования. В работе рассмотрены две задачи о взаимодействии систе-
мы джозефсоновских контактов с электромагнитным полем. В первой задаче ансамбль джозеф-
соновских контактов помещён в одномодовую микроволновую полость. В приближении большой
зарядовой энергии джозефсоновских контактов гамильтониан системы сводится к гамильтониану
расширенной модели Дике, в которой взаимодействие между двухуровневыми системами осу-
ществляется через их связь с фотонной модой в резонаторе. Вторая задача посвящена макроско-
пической квантовой динамике флюксона в параллельном массиве квантовых джозефсоновских
контактов с высокой кинетической индуктивностью. Наличие последней приводит к замене клас-
сической динамики флюксона на макроскопическую квантовую динамику. Система описывается
с помощью модели Френкеля–Конторовой и квантовая динамика флюксона происходит в перио-
дическом потенциале Пайерлса–Набаро.

В работе исследована расширенная модель Дике с произвольным знаком взаимодействия меж-
ду двухуровневыми системами. В зависимости от знака происходит фазовый переход в разные
фазы— сверхизлучательную или субизлучательную. С помощью метода некоммутирующих пре-
делов были исследованы свойства фазового перехода при различном типе взаимодействия меж-
ду двухуровневыми системами и была уточнена фазовая диаграмма в области больших констант
связи. Показано, что в случае отсутствия прямого взаимодействия, то есть при взаимодействии
двухуровневых систем только через взаимодействие с резонатором, происходит переход в свер-
хизлучательную фазу. Также были найдены решения квазиклассических уравнений движения для
обыкновенной модели Дике.

Параллельные массивы квантовых джозефсоновских контактов являются удобной системой
для исследования динамики магнитных флюксонов — кинков джозефсоновской фазы. В работе
показано, что включение в ячейки массива большого количества дополнительных джозефсонов-
ских контактов с малой зарядовой энергией позволяет добиться высокой кинетической индуктив-
ности массива. Тогда размер флюксона сжимается до размера одной ячейки, то есть на масштабе
одной ячейки происходит изменение джозефсоновской фазы. За счёт этого удаётся добиться кван-
товой, а не классической, динамики флюксона. В работе исследована макроскопическая квантовая
динамика флюксона в двух конфигурациях параллельного массива джозефсоновских контактов:
длинной линейной и короткой кольцевой. Показано существование квантовых эффектов в дина-
мике, а именно: блоховских осцилляций и эффекта Ааронова–Кашера.

Цель работы. В работе преследовались две цели. Первая цель — исследование квантового
фазового перехода в расширенной модели Дике с отсутствующим прямым взаимодействием меж-
ду двухуровневыми системами, а также исследование динамики обыкновенной модели Дике. Для
достижения цели были поставлены следующие задачи:

1. Найти энергию основного состояния расширенной модели Дике и его волновую функцию в
пределе большой константы связи и при наличии малого внешнего нарушающего симмет-
рию возмущения
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2. Применить метод некоммутирующих пределов к волновой функции основного состояния и
получить выражения для границ фаз на фазовой диаграмме

3. Построить фазовую диаграмму расширенной модели Дике численно и сравнить с получен-
ными аналитическими результатами

4. Исследовать фазовую диаграмму с помощью функций Хусими системы в различных фазах

5. Записать и решить квазиклассические уравнения движения обыкновенной модели Дике

Вторая цель — исследование макроскопической квантовой динамики одиночного флюксона в па-
раллельном массиве квантовых джозефсоновских контактов. Для этого были поставлены задачи:

1. Из общего вида потенциальной энергии параллельного массива квантовых джозефсонов-
ских контактов получить потенциальную энергию массива с одиночным захваченным маг-
нитным флюксоном

2. Описать туннелирование флюксона между соседними ячейками параллельного массива как
квантовую динамику в периодическом потенциале (Пайерлса–Набарро)

3. Исследовать макроскопическую квантовую динамику флюксона в длинном линейном парал-
лельном массиве джозефсоновских контактов в присутствии слабой диссипации и в корот-
ком кольцевом массиве

Разработанность темы.В работах по расширенной модели Дике случай отсутствующего пря-
мого взаимодействия между двухуровневыми системами не рассматривался, были исследованы
только случаи с ненулевым прямым взаимодействием. Существование фазового перехода при от-
сутствии прямого взаимодействия между двухуровневыми системами считалось спорным, так как
была сформулирована no-go theorem, запрещавшая переход. В работах по динамике обыкновенной
модели Дике было показано, что в сверхизлучательной фазе существуют две устойчивые стаци-
онарные точки, а движение системы есть колебания между ними. Уравнения движения в квази-
классическом приближении, допускающие аналитическое решение, получены не были.

Флюксоны рассматривались только в параллельныхмассивах квантовых джозефсоновских кон-
тактов с низкой кинетической индуктивностью. Последнее приводило к размазыванию флюксона
вдоль массива, вследствие чего его размер превышал размер одной ячейки массива и динамика бы-
ла классической. Квантовая динамика одиночного флюксона в параллельном массиве квантовых
джозефсоновских контактов не исследовалась.

Актуальность работы. К расширенной модели Дике с отсутствующим прямым взаимодей-
ствием между двухуровневыми системами сводится задача о взаимодействии электромагнитного
поля в резонаторе с ансамблем джозефсоновских контактов. Характер их связи с полем — через
калибровочно–инвариантный сдвиг сверхпроводящей фазы — приводит к рассматриваемой мо-
дели, которая также отражает калибровочно–инвариантную природу взаимодействия. В работе
уточнена фазовая диаграмма расширенной модели Дике, впервые продемонстрирован переход в
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сверхизлучательную фазу при отсутствующем прямом взаимодействии между двухуровневыми
системами.

Аналитическое решение квазиклассических уравнений движения в обыкновенной модели Ди-
ке получено впервые. Полученные результаты полезны для дальнейшего исследования динами-
ческих свойств модели Дике, таких как хаос, интегрируемость, бифуркации и так далее.

Впервые изучена когерентная макроскопическая квантовая динамика одиночного флюксона
в параллельном массиве квантовых джозефсоновских контактов с высокой кинетической индук-
тивностью. Предсказаны измеримые эффекты, демонстрирующие наличие именно квантовой, а
не классической динамики.

Методы исследования. Ключевым методом исследования фазового перехода в расширенной
модели Дике в работе является метод некоммутирующих пределов большой константы связи и
малого внешнего возмущения. Он позволяет исследовать неустойчивость симметричной фазы и
спонтанное нарушение симметрии, которое и является причиной фазового перехода. Фазовая диа-
грамма расширенной модели Дике исследована с помощью функций Хусими, которые были по-
строены в её точках, соответствующих разным фазам.

Квантовая динамика флюксона в параллельном массиве квантовых джозефсоновских контак-
тов сведена к квантовой динамике в периодическом потенциале Пайерлса–Набарро. Последний
возникает при описании параллельного массива джозефсоновских контактов в рамках модели
Френкеля–Конторовой.

Научная новизна. Показано, что в расширенной модели Дике с отсутствующим прямым вза-
имодействием между двухуровневыми системами происходит квантовый фазовый переход. При-
мечательно, что фазовый переход происходит вследствие спонтанного нарушения симметрии, то
есть не в связи с явным нарушением симметрии гамильтониана, а в связи с неустойчивостью сим-
метричного состояния при константе связи выше критической. Исследована и уточнена фазовая
диаграмма расширенной модели Дике.

Найдено аналитическое решение квазиклассических уравнений движения обыкновенной мо-
дели Дике в сверхизлучательной фазе вблизи перехода. Динамика представляет собой периоди-
ческие биения между двумя устойчивыми стационарными точками. Образуется так называемое
состояние ”связанной светимости”, в котором происходит перекачка энергии между электромаг-
нитной волной в резонаторе и двухуровневыми системами.

Исследована когерентная квантовая динамика одиночного флюксона в параллельном масси-
ве квантовых джозефсоновских контактов с высокой кинетической индуктивностью. Обнаруже-
ны блоховские осцилляции в длинном линейном массиве и эффект Ааронова–Кашера в коротком
кольцевом.

Научная и практическая значимость. Полученные результаты отвечают на вопрос о воз-
можности фазового перехода в расширенной модели Дике с отсутствующим прямым взаимодей-
ствием между двухуровневыми системами. Исследованы свойства системы на границе перехода
между двумя фазами. Уточнена фазовая диаграмма расширенной модели Дике.

Квазиклассическая динамика обыкновенной модели Дике описана дифференциальными урав-

4



нениями, имеющими аналитическое решение в функцияхЯкоби. Описано явление ”связанной све-
тимости”.

Впервые показано, что высокая кинетическая индуктивность параллельного массива кванто-
вых джозефсоновских контактов, приводящая к сжатию флюксона до размера одной ячейки, поз-
воляет добиться его квантовой, а не классической динамики. Описаны вызванные квантовой ди-
намикой эффекты, позволяющие её обнаружить экспериментально.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. В расширенной модели Дике без прямого взаимодействия между двухуровневыми система-
ми происходит квантовый фазовый переход в сверхизлучательное состояние по константе
связи электромагнитного поля с двухуровневыми системами.

2. Переход вызван спонтанным нарушением симметрии основного состояния, которое возни-
кает при появлении сверхизлучательной фазы. Найдена минимальная величина внешнего
возмущения, необходимого для такого перехода, как функция от константы связи электро-
магнитного поля в полости и двухуровневых систем. На фазовой диаграмме отмечена об-
ласть неустойчивости.

3. Квазиклассическая динамика обыкновенной модели Дике в сверхизлучательной фазе пред-
ставляет собой периодические биения суммарного дипольного момента двухуровневых си-
стем и напряжённости электрического поля в полости, образуется состояние ”связанной све-
тимости”. Биения происходят между двумя симметричными вырожденными сверхизлуча-
тельными состояниями.

4. Показано, что внедрение большого числа дополнительных джозефсоновских контактов в
ячейки параллельного массива квантовых джозефсоновских контактов позволяет добиться
высокой кинетической индуктивности массива. Последнее, за счёт сжатия размера захва-
ченного в массиве одиночного флюксона до размера одной ячейки массива, приводит к воз-
никновению квантовой, а не классической динамики.

Степень достоверности. Достоверность полученных результатов основана на использовании
современных теоретических методов их получения, положительной апробации работы в виде до-
кладов на международных конференциях, публикациями результатов в реферируемых журналах
по физике.

Личный вклад. Автор исследовал волновые функции основного состояния расширенной мо-
дели Дике при большой и малой константе связи. Им был описан механизм спонтанного наруше-
ния симметрии и применён метод некоммутирующих пределов. Автор произвёл численные рас-
чёты фазовой диаграммы расширенной модели Дике и функций Хусими. Также им была проде-
монстрирована связь решений квазиклассических уравнений движения, полученных в двух при-
ближениях.

Автор получил потенциал Пайерлса–Набарро при описании когерентной квантовой динамики
одиночного флюксона в параллельном массиве квантовых джозефсоновских контактов с высокой
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кинетической индуктивностью. Им была получена вольт–амперная характеристика длинного ли-
нейного массива и зависимость от времени колебаний напряжения в нём, свидетельствующие о
существовании блоховских осцилляций. В коротком кольцевом массиве автором был описан воз-
никающий эффект Ааронова–Кашера.

Вклад соавторов. Работа была проведена под руководством профессора, д.ф.-м.н. Мухина
С.И. Им был предложен метод повёрнутого преобразования Гольштейна–Примакова, с помощью
которого задача была решена аналитически в термодинамическом пределе и впервые был обна-
ружен фазовый переход. Также им была вычислена энергия основного состояния расширенной
модели Дике во втором порядке теории возмущений для конечного полного спина и были по-
лучены решения квазиклассических уравнений движения, описывающих состояние ”связанной
светимости”.

Фистуль М.В. предложил метод повышения кинетической индуктивности параллельного мас-
сива квантовых джозефсоновских контактов за счёт включения большого числа дополнительных
джозефсоновских контактов в ячейки массива. Также, им было предложено описание задачи о
движении одиночного флюксона в параллельном массиве джозефсоновских контактов как задачи
о движении в потенциале Пайерлса–Набарро с помощью модели Френкеля–Конторовой.

Публикации. Основные результаты по теме диссертационной работы представлены в 3 пе-
чатных изданиях [1–3], рекомендованных ВАК (см. список литературы).

Апробация работы.Основные результаты работы докладывались на следующих научных кон-
ференциях:

1. S. S. Seidov, S. I. Mukhin. Numerical study of Dicke model with infinitely coordinated frustrating
interaction // Winter school on Quantum Condensed-matter Physics, Черноголовка, Московская
область, Россия, 2017.

2. S. S. Seidov, S. I. Mukhin, Suppression of chaos in a frustrated Dicke model // BASIS Foundation
Summer School ”Many body theory meets quantum information”, Солнечногорск, Московская
область, Россия, 2018.

3. S. S. Seidov, S. I.Mukhin, Spontaneous symmetry breaking in extendedDickemodel // V International
Conference on Quantum Technologies, Москва, Россия, 2019.

4. S. S. Seidov, S. I. Mukhin, Spontaneous symmetry breaking in extended Dicke model // XVIII
школа-конференция молодых учёных ”Проблемы физики твердого тела и высоких давле-
ний”, Сочи, Россия, 2019.

5. С. С. Сеидов, М. В. Фистуль, Квантовая динамика флюксона в цепочке параллельных джо-
зефсоновских контактов // Вторая Международная Конференция ”Физика конденсирован-
ных состояний” ФКС-2021, Черноголовка, Московская область, Россия, 2021.
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6. S. S. Seidov, M. V. Fistul, Quantum dynamics of a single fluxon in Josephson junctions parallel
arrays with large kinetic inductances // VI International Conference on Quantum Technologies,
онлайн, 2021.

Структура и объём работы. Диссертация состоит из введения, основного материала, изло-
женного в четырёх главах, списка защищаемых положений, двух приложений и списка литерату-
ры. Диссертация изложена на 80 страницах, содержит 29 рисунков. Список используемой литера-
туры включает 77 наименований.

Содержание работы

Диссертация состоит из введения, четырёх глав, заключения, списка литературы и двух при-
ложений.

Во введении обсуждается актуальность исследований, проводимых в рамках диссертацион-
ной работы, объясняется научное и практическое значение полученных результатов, формулиру-
ется цель и постановка задач, а также приводятся основные положения, выносимые на защиту.

Первая глава представляет собой обзор литературы. Глава начинается с описания механиз-
ма спонтанного нарушения симметрии [4, 5]. Отдельное внимание уделено методу некоммутиру-
ющих пределов, который проиллюстрирован на примере спонтанного нарушения симметрии в
двухъямном потенциале.

Далее рассмотрены обыкновенная модель Дике [6–8] и расширенная модель Дике [9–11]. Га-
мильтониан расширенной модели Дике имеет вид

ĤExD =
p̂2 + ω2q̂2

2
+ gp̂Ŝy + (1 + ε)

g2

2
Ŝ2
y − ω0Ŝz

Ŝy,z =
N∑
i=1

σ̂y,z
i .

(1)

Здесь p̂, q̂— операторы импульса и координаты фотонного осциллятора, ω— частота фотонного
осциллятора, ω0 — расстояние между уровнями энергии двухуровневых систем, g — константа
связи, σ̂y,z

i — операторы спина 1/2 i–ой двухуровневой системы, Ŝy,z — операторы суммарного
спина двухуровневых систем. Коэффициент ε отвечает за тип взаимодействия между двухуров-
невыми спинами и для обыкновенной модели Дике ε = −1, то есть квадратичный по Ŝy член
отсутствует.

Для обыкновенной модели Дике показано существование фазового перехода в термодинами-
ческом пределе. В термодинамическом пределе задача может быть решена точно [12], так как спи-
новые операторы после преобразования Гольштейна–Примакова могут быть разложены по малым
отклонениям проекции большого спина. Фазовый переход сопряжён с возникновением двух сим-
метричных сверхизлучательных состояний, между которыми система выбирает случайным обра-
зом вследствие спонтанного нарушения симметрии. Аналогичные вычисления проделаны для рас-
ширенной модели Дике с отсутствующим прямым взаимодействием между двухуровневыми си-
стемами [13]. Однако теперь было применено повёрнутое преобразование Гольштейна–Примакова
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с помощью которого было показано, что фазовый переход сопряжён с разворотом спина. В отли-
чие от обыкновенной модели Дике, фазовый переход имеет первый род, а не второй, и критическая
константа связи пропорциональна полному спину, а не обратно пропорциональна. Также показа-
но, как расширенная модель Дике с отсутствующим прямым взаимодействием между двухуровне-
выми системами возникает при описании ансамбля джозефсоновских контактов в микроволновой
полости [13].

Затем вводятся когерентные состояния квантового гармонического осциллятора и спина [14–
16]. Это квантовые состояния, максимально приближённые к классическим: они имеютминималь-
ную квантовую неопределённость и их эволюция приближена к эволюции классических состоя-
ний. Когерентные состояния получаются при действии оператора сдвига на основное состояние
квантового осциллятора и оператора поворота на основное состояние спина:

|p, q⟩ = D̂(p, q) |0⟩

|θ, ϕ⟩ = R̂(θ, ϕ) |sz = S⟩ ,
(2)

где D̂(p, q)—оператор сдвига осциллятора, R̂(θ, ϕ)—оператор поворота спина. С помощью коге-
рентных состояний определяются функции Хусими [17]. Функция Хусими квантового состояния
в точке фазового пространства это квазираспределение вероятности, пропорциональное квадрату
модуля перекрытия квантового состояния с когерентным состоянием |α⟩ в точке:

Q(α) =
1

π
|⟨ψ|α⟩|2. (3)

С помощьюфункцийХусими удобно визуализировать квантовые состояния. На рис. 1 изображены
функции Хусими когерентных состояний спина и осциллятора.

а) б)

Рис. 1: Функции Хусими когерентного состояния спина (а) и осциллятора (б)

Оставшаяся часть главы посвящена магнитным флюксонам в массивах параллельных джо-
зефсоновских контактов [18] и модели Френкеля–Конторовой [19]. В работе модель Френкеля–
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Конторовой используется для описания макроскопической квантовой динамики флюксона в мас-
сиве параллельных джозефсоновских контактов. Модель описывает классическую цепочку ато-
мов, взаимодействующих с ближайшими соседями, и помещённых в периодический потенциал.
Модель допускает солитонные решения, которые подходят для описания магнитного флюксона,
так как он является солитоном — кинком джозефсоновской фазы контактов в параллельном мас-
сиве.

Во второй главе подробно исследована расширенная модель Дике: в адиабатическом прибли-
жении Борна–Оппенгеймера построен эффективный потенциал, в пределе большой константы
связи найдена энергия основного состояния, к основному состояния применён метод некомму-
тирующих пределов, с помощью которого удалось найти границы фаз при больших константах
связи, численно построена фазовая диаграмма и функции Хусими различных фаз.

Метод эффективного потенциала позволяет свести задачу к задаче о движении частицы в мно-
гоямном потенциале в адиабатическом приближении Борна-Оппенгеймера (фотонная подсистема
считается медленной, а спиновая быстрой). Конфигурация эффективного потенциала зависит от
типа взаимодействия между двухуровневыми системами. Кроме того, эффективный потенциал на-
глядно иллюстрирует свойства расширенной модели Дике при различных типах взаимодействия.
На рис. 2 изображён эффективный потенциал при положительном знаке взаимодействия, отрица-
тельном и при отсутствующем прямом взаимодействии.

Рис. 2: Эффективный потенциал расширенной модели Дике при положительном прямом взаимо-
действии между двухуровневыми системами (точечная линия, ε > 0), отрицательном (пунктирная
линия, ε < 0) и отсутствующем (сплошная линия, ε = 0).
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Для обнаружения спонтанного нарушения симметрии во втором порядке теории возмущений
была получена энергия основного состояния расширенной модели Дике с добавленным в гамиль-
тониан малым нарушающим симметрию членом αp̂ [1]:

E0 = −α
2

2
− gαsy +

ω2
0

2g2
(
s2y − S(S + 1)

)
+
εg2

2
s2y. (4)

Затем был применён метод некоммутирующих пределов: сначала были последовательно взяты
пределы стремления возмущения к нулю и константы связи к бесконечности, а затем пределы
были взяты в обратном порядке. Результат зависел от порядка взятия пределов, следовательно в
системе существует спонтанное нарушение симметрии и связанный с ним квантовый фазовый пе-
реход. Также, этим методом были получены линии границ раздела фаз на фазовой диаграмме при
большой константе связи. Полностью фазовая диаграмма была построена численно и представле-
на на рис. 3.

Рис. 3: Фазовая диаграмма расширенной модели Дике при конечном полном спине S. Сплошные
линии—полученные численно границы раздела фаз, пунктирные линии— границыфаз при боль-
ших константах связи, полученные во втором порядке теории возмущений при больших констан-
тах связи. При ε = 0 критическая константа связи стремится к бесконечности, что схематически
отмечено соответствующей точкой на диаграмме. В точках, соединённых стрелками, построены
функции Хусими основного состояния.

Также были численно построены функции Хусими спиновой и фотонной подсистем в разных фа-
зах, см. рис. 4.
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а) б)

в) г) д)

Рис. 4: Функции Хусими фотонной и спиновой подсистем расширенной модели Дике в различных
фазах: а) фотонная подсистема в нормальной фазе, б) фотонная подсистема в сверхизлучательной
фазе, в) спиновая подсистема в нормальной фазе, г) спиновая подсистема в сверхизлучательной
фазе, д) спиновая подсистема в субизлучательной фазе.

Для случая отсутствующего прямого взаимодействия между двухуровневыми системами (ε =
0) был применён метод пробной функции. Основное состояние искалось в виде

|ψ(a, b)⟩ =
S∑

σy=−S

N∑
n=0

(
a

(n2 + s2y + 1)2
+

b

(n2 + (sy − S)2 + 1)2

) ∣∣ngsy , sy
〉
. (5)

Здесь
∣∣ngsy

〉
— когерентное состояния осциллятора, со смещённым на gsy импульсом. Условие

нормировки |⟨ψ(a)|ψ(a)⟩|2 = 1 позволяет выразить коэффициент b через коэффициент a и вол-
новая функция зависит от единственного произвольного параметра a. Далее энергия основного
состояния E(a) = ⟨ψ(a, b)|ĤExD|ψ(a, b)⟩ минимизировалась как функция от a. До достижения
некоторого значения константы связи g энергия основного состояния минимальна при a ≈ 0.9.
Это значит, что доминирует первый член в сумме и ⟨Ŝy⟩ = 0. При дальнейшем увеличении кон-
станты связи минимум сместится к a = 0, то есть вклад в волновую функцию будет давать второй
член и ⟨Ŝy⟩ = S. Если построить среднее значение оператора импульса осциллятора в состоянии
|ψ(a)⟩, то при константе связи выше критической произойдёт скачок, рис. 5. Так как число фото-
нов в полости ⟨n⟩ ∼ ⟨p̂⟩2 скачок свидетельствует о возникновении макроскопического квантового
конденсата и переходе в сверхизлучательную фазу.
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Рис. 5: Зависимость среднего значения импульса фотонного осциллятора от константы связи в
расширенной модели Дике с ε = 0. После возникновения ненулевой проекции спина на ось y при
критической константе связи происходит скачок.

В третьей главе изучается квазиклассическая динамика обыкновенной моделиДике. Для этого
было получено аналитическое выражение для эффективного потенциала и рассматривалась дина-
мика в нём. В сверхизлучательной фазе эффективный потенциал является двухъямным [20] и при
константе связи близкой к критической константе связи gc может быть разложен до четвёртого
порядка:

U(p) =
p2

2
− Sω0

√
1 + f 2

p2

ω0S
≈
(

f 4

8ω0S

)
p4 + (1− f 2)

p2

2

f =
g

gc
.

(6)

Разложенный до четвёртой степени потенциал U(p) построен на рис. 6. Решения уравнений дви-
жения в потенциале ∼ x4 − x2 выражаются через функции Якоби, см. рис. 7.

Рис. 6: Эффективный потенциал обыкновенной модели Дике. При f > 1 возникают два минимума
±pmin, а точка p = 0, бывшая минимумом при f < 1, превращается в максимум. Горизонтальные
линии E > 0 и E < 0 соответствуют полной энергии системы выше потенциального барьера и
ниже.
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Также показано соответствие между динамикой квазиклассической модели Дике и динамикой
спящего волчка Лагранжа, то есть симметрического волчка в поле сил тяжести, ориентированного
вдоль вертикальной оси z. Потенциальная энергия волчка имеет единственный минимум если его
угловая скорость превышает некоторое критическое значение, тогда волчок устойчив, то есть не
отклоняется от оси вращения. Это соответствует нормальной фазе обыкновенной модели Дике.
Если же угловая скорость спящего волчка ниже критической, то у потенциальной энергии воз-
никают два минимума, а старый минимум превращается в максимум — потенциал становится
двухъямным в точности, как эффективный потенциал обыкновенной модели Дике. Тогда волчок
неустойчив и его динамика может состоять либо из колебаний между двумя минимумами, либо из
колебаний вокруг одного минимума. Аналогичное решение получено для динамики модели Дике
в сверхизлучательной фазе (рис. 7).

а) б)

Рис. 7: Зависимость от времени координаты p(t) при движении в двухъямном потенциале для пол-
ной энергии больше нуля (а), меньшей либо равной нулю (б). Время отложено в единицах T —
периода колебаний функции cn на графике а), и периода колебаний функции dn (сплошная линия)
на графике б).

Кроме того, квазиклассическая динамика исследована и другим способом—усреднением урав-
нений Гейзенберга для квантовых наблюдаемых в сверхизлучательной фазе. В результате получе-
ны дифференциальные уравнения, определяющие зависимость от времени величины фотонного
конденсата и угла сверхизлучательного поворота. Они также имеют решение в функциях Якоби.

Как итог, было описано состояние ”связанной светимости”, в котором происходит перекач-
ка энергии из фотонной подсистемы в спиновую. На рис. 8 построены графики зависимости от
времени двух энергий. Динамика в состоянии ”связанной светимости” происходит следующим
образом: спин разворачивается в энергетически невыгодном направлении и запасает в себе энер-
гию, затем происходит его разворот и высвобожденная энергия переходит в энергию фотонного
конденсата, возникает свечение. После чего энергия фотонного конденсата возвращается к спину
и цикл повторяется.

Четвёртая глава посвящена макроскопической квантовой динамике флюксона в параллельном
массиве квантовых джозефсоновских контактов. В ячейки массива включено большое количество
”замороженных” джозефсоновских контактов, у которых отсутствует квантовая динамика в силу
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Рис. 8: График зависимости от времени энергии спиновой подсистемы (пунктирная линия) и ди-
польной энергии в полости (сплошная линия). Энергии нормированы так, чтобы амплитуды кри-
вых на графике совпадали, время отложено в единицах периода колебаний T .

их малой зарядовой энергии. Они необходимы для создания высокой кинетической индуктивности
массива, что приводит к сжатию размера флюксона до размера ячейки массива. Благодаря этому
динамика флюксона квантовая, а не классическая. Были рассмотрены две конфигурации парал-
лельного массива: длинная линейная и короткая кольцевая, см. рис. 9. К длинному линейному
массиву приложен внешний ток, а к короткому кольцевому — внешнее напряжение.

Рис. 9: Два типа джозефсоновских параллельных массива: линейный и кольцевой. Прямоуголь-
никами обозначены ”замороженные” джозефсоновские контакты, крестиками— одиночные джо-
зефсоновские контакты, фаза которых зависит от времени.

Потенциальная энергия параллельного массива с большим количеством ”замороженных” кон-
тактов совпадает с потенциальной энергией в модели Френкеля–Конторовой. Флюксон является
кинком в этой модели, он представляет собой резкое изменение фаз джозефсоновских контактов
в массиве от 0 до 2π на масштабе одной ячейки, рис. 10. Его движение описывается движением в
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а)

б)

Рис. 10: Параллельный массив джозефсоновских контактов, содержащий один флюксон, (а) и рас-
пределение фаз во флюксоне малого размера порядка одной ячейки (б).

периодическом потенциале Пайерлса–Набарро, который был получен в работе (см. рис. 11):

UMF(x) =
2ELπ

2

3
+ EL

∞∑
n=1

8

n2
cos

2πnx

d
+ EJ

(
1− cos

2πx

d

)
=

= 2EL

(
π2

3
+ 2Li2[ei

2πx
d ] + 2Li2[e−i 2πx

d ]

)
+ EJ

(
1− cos

2πx

d

)
,

(7)

где Lis(z)— полилогарифм [21].

Рис. 11: Периодический потенциал Пайерлса–Набарро, квантовая динамика в котором описывает
динамику флюксона в параллельном массиве джозефсоновских контактов.

Квантовая динамика флюксона в периодическом потенциале описывается гамильтонианом

Ĥ =
1

2m
(p̂−mαVg)

2 +
2ELπ

2

3
+ EL

∞∑
n=1

8

n2
cos

2πnx̂

d
+

+ EJ

(
1− cos

2πx̂

d

)
− EJ

I

Ic

2πx̂

d
.

(8)

В ней были обнаружены следующие эффекты: блоховские осцилляции в длинном линейном мас-
сиве и эффект Ааронова–Кашера в коротком кольцевом.
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Эффект Ааронова–Кашера [22, 23] в кольцевом массиве возникает благодаря интерференции
траекторий при движении по часовой стрелке и против в кольцевом массиве. В результате в законе
дисперсии флюксона в приближении сильной связи появляется дополнительная фаза Ааронова–
Кашера, равная разности геометрических действий двух описанных выше траектории.ФазаАаронова–
Кашера зависит от приложенного внешнего напряжения и её изменение позволяет регулировать
динамику флюксона, в частности, вероятность его туннелирования в соседнюю ячейку параллель-
ного массива. В кольцевом массиве, имеющем только две ячейки, флюксон может быть заперт в
одной из них при фазе Ааронова–Кашера, равной π/2. Таким образом, внешнее напряжение, при-
ложенное к короткому кольцевому массиву, регулирует квантовую динамику заключённого в мас-
сиве флюксона. На рис. 12 построены зависимости от времени вероятности обнаружения флюк-
сона в начальной ячейке для различных значений фазы Ааронова–Кашера и количества ячеек в
массиве.

а) б)

Рис. 12: Зависимость от времени вероятности обнаружения флюксона в начальной позиции в коль-
цевом параллельном массиве квантовых джозефсоновских контактов при различных значениях
фазы Ааронова–Кашера χ и а) M = 4, б) M = 5. Сплошная линия: χ = 0, пунктирная линия:
χ = π/8, точечная линия: χ = π/4.

Блоховские осцилляции в длинном линейном массиве возникают при включении небольшой
диссипации, связанной с взаимодействием с термостатом. Тогда, для импульса флюксона может
быть получено дифференциальное уравнение ланжевеновского типа, имеющее периодическое ре-
шение при токе I , превышающем критическое значение It:

ṗ =
2πEJ

d

I

Ic
+
γm∆

d
sin pd. (9)

Аналогичное уравнение было получено для длинного джозефсоновского контакта в работе [24].
Из уравнения Гейзенберга следует, что импульс флюксона связан с напряжением в линейном мас-
сиве: V ∼ sin p(t). Следовательно, при I > It напряжение также будет периодической функцией
от времени. При I < It уравнение имеет стационарное решение и ток пропорционален напряже-
нию. Усредняя зависимость от времени напряжения при заданном токе, можно получить вольт–
амперную характеристику массива. Она имеет характерный вид блоховского ”носа”, что также
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свидетельствует о наличии блоховских осцилляций. Графики зависимости от времени напряже-
ния в массиве и вольт–амперная характеристика представлены на рис. 13.

а) б)

Рис. 13: Зависимость от времени напряжения (а) и вольт–амперная характеристика (б). На графике
а) сплошная линия построена при I/It = 2, пунктирная — при I/It = 1.1.

В приложении A решены задачи о движении потенциале ∼ cosφ и в двухъямном потенциале
∼ x4 − x2. Показано как первая задача сводится ко второй и связь между решениями. Данный
результат с математической точки зрения объясняет сходство двух решений, полученных в третьей
главе разными методами.

Обе задачи решены с помощью закона сохранения энергии. Для осциллятора в потенциале
−U0 cosφ

E =
mφ̇2

2
− U0 cosφ. (10)

Интегрируя получим

sin
φ(t)

2
= sn

(√
U0

mk
t, k

)

cos
φ(t)

2
= cn

(√
U0

mk
t, k

)
k =

2

1 + E/U0

.

(11)

В двухъямном потенциале c расстоянием 2a между минимумами полная энергия есть

Ẽ =
mẋ2

2
+ U0x

4 − 2U0a
2x2. (12)

Заменой x = x0 cos(φ/2), где x0 — корень многочлена Ẽ/U0 − x4 + 2a2x2, уравнение сводится к
виду [25]:

mφ̇2

2
− 2U0x

2
0 cosφ =

4Ẽ

x20
+ 2U0x

2
0 =

= 6U0x
2
0 − 8U0a

2,

(13)

то есть, к решённой выше задаче о движении в потенциале ∼ cosφ.
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В приложении B показано как представить расширенную модель Дике в удобном для приме-
нения численных методов виде. Для этого необходимо записать матрицу гамильтониана расши-
ренной модели Дике, к которой потом могут быть применены численные методы диагонализации.
В результате будут получены собственные энергии и вектора собственных состояний гамильто-
ниана.

Защищаемые положения

1. Обнаружен квантовый фазовый переход в сверхизлучательное состояние при стремящейся
к бесконечности константе связи в расширенной модели Дике с отсутствием прямого взаи-
модействия между двухуровневыми системами.

2. Дополненафазовая диаграмма расширенноймоделиДике. А именно, найдена область неустой-
чивости нормальной фазы при большой константе связи. Если система находится в этой об-
ласти, то под действием внешнего возмущения происходит переход в сверхизлучательную
фазу. Минимальное возмущение, необходимое для перехода, стремится к нулю с ростом
константы связи.

3. С помощью эффективного потенциала в адиабатическом приближенииБорна–Оппенгеймера
наглядно продемонстрированы свойства основного состояния расширенной модели Дике.
В частности, взаимное расположение минимумов эффективного потенциала позволяет сде-
лать вывод о том сверхизлучательной будет фаза после перехода или субизлучательной.

4. Обнаружено спонтанное нарушение симметрии в расширенной модели Дике путём приме-
нения к основному состоянию гамильтониана метода некоммутирующих пределов беско-
нечной константы связи и бесконечно малого внешнего сдвига положения равновесия фо-
тонного осциллятора. Также, эффективный потенциал даёт интуитивное понимание меха-
низма спонтанного нарушения симметрии.

5. Для квазиклассической динамики обыкновенной модели Дике получены уравнения движе-
ния, допускающие аналитическое решение.

6. Показано, что квазиклассическая динамика обыкновенной модели Дике представляет собой
периодические биения проекции спина и напряжённости электрического поля в полости. В
результате образуется состояние ”связанной светимости”, в котором происходит перекачка
энергии от двухуровневых систем к электромагнитному полю и обратно.

7. Продемонстрирован способ создания высокой кинетической индуктивности в параллельном
массиве квантовых джозефсоновских контактов. Высокая кинетическая индуктивность до-
стигается за счёт включения в ячейки массива большого количество дополнительных джо-
зефсоновских контактов с малой зарядовой энергией. Благодаря ей размер флюксона умень-
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шается до размера одной ячейки, что приводит к возникновению квантовой, а не классиче-
ской динамики.

8. Исследована макроскопическая квантовая динамикафлюксона в параллельноммассиве кван-
товых джозефсоновских контактов. Показано, что при наличии внешнего тока в линейной
конфигурации массива квантовая динамика флюксона представляет собой блоховские ос-
цилляции. Также показано, что в кольцевом массиве возникает эффект Ааронова–Кашера,
который позволяет влиять на динамику флюксона за счёт приложенного к массиву напря-
жения.
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